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МЕТОД РОЗШИРЕННЯ НАБОРУ МОДУЛІВ МОДИФІКОВАНОЇ 
ДОСКОНАЛОЇ ФОРМИ СИСТЕМИ ЗАЛИШКОВИХ КЛАСІВ 

У роботі представлений метод розширення набору модулів 
модифікованої досконалої форми системи залишкових класів. 
Показано, що в залежності від їх вибору розрядність чисел, 
над якими виконуватимуться арифметичні операції, зменшу-
ється в 2–3 рази. Це особливо актуально при обчисленнях з ба-
гаторозрядними числами. 

Ключові слова: система залишкових класів, модифікова-
на досконала форма, розширення набору модулів. 

Вступ. Найперспективнішим шляхом підвищення швидкодії су-
часних обчислювальних систем є розпаралелення процесу обробки 
інформації [1]. Цією властивістю володіють деякі непозиційні систе-
ми числення, зокрема система залишкових класів (СЗК) [2]. Її успіш-
но можна застосовувати для додавання, віднімання, піднесення до 
степеня, множення цілих багаторозрядних чисел [3], що є дуже важ-
ливим, зокрема, у асиметричній криптографії [4], розробці нових за-
собів та алгоритмів завадозахищеного кодування [5], для підвищення 
достовірності контролю даних [6], при великих матричних обчислен-
нях [7], інших задачах прикладної та дискретної математики [8].  

Аналіз літературних джерел. Будь-яке ціле десяткове число N в 
СЗК представляється у вигляді набору 1 2( , , , )nb  b   b  найменших до-
датних залишків від ділення цього числа на фіксовані натуральні по-
парно взаємно прості числа 1 2, , ,  np  p   p  (bi=N mod pi), які назива-
ються модулями (n — кількість модулів). При цьому повинна вико-

нуватися нерівність 0  N < P – 1, де Р = 
1

n

i
i

p

  — число, що визначає 

умову переповнення розрядної сітки.  
Зворотне перетворення із СЗК у десяткову систему числення 

грунтується на використанні китайської теореми про залишки [9] і є 
досить громіздким процесом: 

 
1

mod
k

i i
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N b B P
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де i i iB M m , i
i

PM
p

 , 1 mod 1i i im M p  .  

Всі відомі методи пошуку оберненого елемента характеризу-
ються значною обчислювальною складністю, вимагають великих за-
трат часових та апаратних ресурсів.  

У працях [10, 11] описана досконала форма (ДФ) СЗК, в якій ви-
конується умова mod 1i iM p  , що дозволяє уникнути процедури по-

шуку оберненого елемента і множення на нього в (1). У роботі [12] 
вирішена задача та визначені умови для аналітичного знаходження im . 

Однак в обох випадках значення ip  швидко збільшуються, що непри-

пустимо при необхідності використання модулів однакової розряднос-
ті. В роботах [13, 14] розроблені теоретичні основи модифікованої дос-
коналої форми (МДФ) СЗК, у якій виконується така рівність: 
 mod 1i iM p   , (2) 

що також усуває операцію пошуку оберненого елемента. Однак на 
даний час відсутні методи розширення системи модулів, які також 
задовольняють умовам МДФ СЗК. 

В роботі [10] отримано вираз для пошуку набору модулів ДФ 
СЗК. Аналогічні міркування приводять до умови, яка має виконува-
тися для МДФ СЗК: 

 
1

1

1 1n

n
ii

i
i

k
p

p



 


.  (3) 

У відомих методах пошуку модулів МДФ СЗК приймалося, що 
0k  , однак даний параметр може набувати інших цілих значень 

( 1, 2, 3, ...k     ). Тому метою роботи є розробка методу розширення 
набору модулів МДФ СЗК при будь-якому цілому значенні параметра k. 

Метод розширення модифікованої досконалої форми систе-
ми залишкових класів. Для демонстрації методу та спрощення роз-
рахунків обмежимо наші міркування п’ятьма модулями, перші три з 
яких утворюють ДФ СЗК. Єдиним можливим варіантом є набір 

1 2 32, 3, 5 p  p p   . Тоді вираз (3) набуде такого вигляду: 

 
4 5 4 5

31 1 1 1

30 30
k

p p p p
    . (4) 

Після відповідних математичних перетворень (4) трансформу-
ється в таку умову: 
    4 5 4 531 30 30 1k p p p p     . (5) 
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На рис. 1 показаний графік залежності 5p  від 4p  при 1k  . З 

нього видно, що при 4 30p    та 4p > 1/30 модуль 5p  набуває 
від’ємних значень, в інших випадках модуль 5p  додатній. 

 p4 

p5 

 
Рис. 1. Графік залежності 5p  від 4p  при 1k   

Ввівши заміну 4,5
, 30

31 30

a bp
k





, отримаємо вираз для цілочи-

сельного розв’язку (10):   231 30 30ab k    . 

Розглянемо різні значення параметра k. 

1) 0k  . Тоді 2 931 7 7 19
31 30

869 11 79.
ab

  
      

 

В табл. 1 наведено усі можливі цілочисельні значення a та b, які 
визначаються факторизацією, а також випадки, коли існують набори 
модулів МДФ СЗК та діапазон відповідних обчислень. 

З табл. 1 видно, що розрядність чисел, над якими виконуються 
арифметичні операції, зменшується приблизно вдвічі. Значення 

4 1p    вказує на те, що набори з чотирьох модулів 2, 3, 5, 29 та 2, 3, 

5, 31 утворюють МДФ СЗК, у яких кожен наступний модуль на оди-
ницю відрізняється від добутку попередніх. Крім того, у восьми з 
десяти можливих випадків, що утворюються при факторизації, ціло-
чисельних наборів модулів не існує. 

2) 1k  . Тоді 2 901 17 53
1 30

899 29 31.
ab

 
      

 При даній умові будь-

яким значенням a  та b відповідатимуть цілочисельні модулі 4p  

та 5p . Результати наведено в табл. 2. 
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Таблиця 1 

Можливі варіанти систем з п’яти модулів для МДФ СЗК  
при 1 2 32, 3, 5 p  p p    та 0k   (в дужках — розрядність  

у двійковій системі числення) 
№ ab a b p4 p5 Р
1 

869 

1 869 не існує
2 –1 –869 –1 –29 (5) 870 (10)
3 11 79 не існує
4 –11 –79 не існує
5 

931 

1 931 не існує
6 –1 –931 –1 –31 (5) 930 (10)
7 7 133 не існує
8 –7 –133 не існує
9 19 49 не існує
10 –19 –49 не існує

 

Таблиця 2 

Можливі варіанти систем з п’яти модулів для МДФ СЗК 
 при 1 2 32, 3, 5 p  p p    та 1k   (в дужках — розрядність 

у двійковій системі числення) 
№ ab a b p4 p5 Р
1 

899 

1 899 –29 (5) 869 (10) 756030 (20)
2 –1 –899 –31 (5) –929 (10) 863970 (20)
3 29 31 –1 (1) 1 (1) 30 (5)
4 –29 –31 –59 (6) –61 (6) 107970 (17)
5 

901 

1 901 –29 (5) 871 (10) 757770 (20)
6 –1 –901 –31 (5) –931 (10) 865830 (20)
7 17 53 –13 (4) 23 (5) 8970 (14)
8 –17 –53 –47 (6) –83 (7) 117030 (17)

 

Табл. 2 показує, що розрядність чисел, над якими виконуються 
арифметичні операції, зменшується приблизно в 2–3 рази. Третій ря-
док таблиці вказує, що модулі 2, 3, 5 утворюють ДФ СЗК. Модуль 4p  

завжди від’ємний, знак модуля 5p  збігається із знаком параметрів a 

та b, причому в цьому випадку 4 30p   , що узгоджується з графі-
ком на рисунку 1. Найбільший діапазон обчислень буде в тому випа-
дку, коли абсолютна величина кожного наступного модуля на одини-
цю більша від добутку абсолютних величин попередніх модулів.  

Чисельні розрахунки показують, що при інших значеннях пара-
метра k отримані модулі відрізнятимуться від знайдених при 0, 1k   
лише знаком. Для проведення подальших досліджень розподілу абсо-
лютних величин усіх отриманих наборів модулів їх потрібно перену-
мерувати в порядку зростання 4p , що представлено у табл. 3.  
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Таблиця 3 

Впорядкування модулів по зростанню 4p  при 1 2 32, 3, 5 p  p p    

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p4 1 1 1 13 29 29 31 31 47 59
р5 1 29 31 23 869 871 929 931 83 61

 

На рис. 2 показаний характер зміни значень модулів 4p  та 5p  в 

залежності від номера модуля згідно таблиці 3 у логарифмічній шка-
лі, не враховуючи значення 4 1p  . 

4   5   6    7      8     9  10

p4 

p5 

Номер модуля 

Зн
ач
ен
ня

 м
од
ул
я 

 
Рис. 2. Характер зміни значень модулів 4p  та 5p   

при 1 2 32, 3, 4 p  p p    в залежності від номера модуля згідно табл. 3 

Як видно з рис. 1, значення 4p  відносно повільно зростає. Вод-

ночас, графік для 5p  зростає набагато інтенсивніше, доходить до 

плоского максимуму, а потім спадає до значення 4p .  

Висновки. У роботі представлений метод розширення набору мо-
дулів модифікованої досконалої форми системи залишкових класів. По-
казано, що в залежності від їх вибору розрядність чисел, над якими ви-
конуватимуться арифметичні операції, зменшується в 2–3 рази. Встано-
влено, що найбільший діапазон обчислень при заданих першому модулю 
та їх кількості буде тоді, коли абсолютні величини всіх наступних моду-
лів на одиницю більші від добутку абсолютних величин попередніх. 
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