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КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФЛАТТЕРА 
ВЯЗКОУПРУГИХ ПЛАСТИН В СВЕРХЗВУКОВОМ  

ПОТОКЕ ГАЗА 

Исследуется нелинейный флаттер вязкоупругой пластины, 
обтекаемой потоком газа. При помощи метода Бубнова-
Галеркина задача сведена к исследованию системы обыкно-
венных интегро-дифференциальных уравнений (ИДУ). Реше-
ние ИДУ находится численным методом, основанным на ис-
пользовании квадратурных формул. На основе этого метода 
разработан алгоритм численного решения задачи. Приведены 
результаты расчетов критической скорости флаттера. 

Ключевые слова: вязкоупругие пластинки, флаттер,  
интегро-дифференциальные уравнения. 

В настоящее время все большее распространение в авиационных 
конструкциях получают композиционные материалы. В связи с этим 
актуальное значение приобретает разработка методов расчета от-
дельных элементов летательных аппаратов, выполненных из компо-
зиционных материалов [1—5]. 

В настоящей работе исследуется нелинейная задача флаттера 
вязкоупругой пластины, обтекаемой с внешней стороны сверхзвуко-
вым потоком. На основе численного метода [6] описан алгоритм чис-
ленного решения задачи. 

Ранее в работах [7—13] и других уже рассматривались подобные 
задачи для упругой пластинки и оболочки в сверхзвуковом потоке газа. 

Рассмотрим нелинейную задачу о флаттере вязкоупругой пла-
стины. Пусть пластина со сторонами a и b, обтекается с одной сторо-
ны сверхзвуковым потоком газа. Аэродинамическое давление учиты-
ваем по поршневой теории [14]. 

Уравнения Кармана в декартовой системе координат относи-
тельно перемещений u, v и w, с учетом вязкоупругих свойств мате-
риала конструкций, можно записать в следующем виде [15]: 
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где D — цилиндрическая жесткость; µ, Е, ρ — коэффициент Пуассо-
на, модуль упругости и плотность материала; h — толщина пластин-

ки; R* — интегральный оператор вида: 
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аэродинамическое давление, определяемое по теории Ильюшина. 
При изгибе в срединной поверхности возникают нормальные и 

касательные усилия: 
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где у ху,   ,   хε ε ε  — компоненты конечной деформации, 
определяемые формулами [15]: 
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Моменты xM , yM  и xyM  определяются через функцию проги-
ба w: 

( )

( )

( )( )

2 2
*

2 2

2 2
*

2 2

2
*

1 ,

1 ,

1 1 .

x

y

xy

w wM D R
x y

w wM D R
y x

wM D R
x y

∂ ∂µ
∂ ∂

∂ ∂µ
∂ ∂

∂µ
∂ ∂

 
= − − +  

 
 

= − − +  
 

= − −

 

Будем искать приближенное решение системы (1) в виде 
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Подставляя (2) в систему (1) и применяя метод Бубнова-
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Интегрируя систему (3) два раза по t, запишем ее в интегральной 
форме. Полагая затем t=ti, ti=ih, i=1,2,… (h=const) и заменяя интегра-
лы квадратурными формулами трапеций для вычисления uikl=ukl(ti), 
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 На основе разработанного алгоритма создан пакет прикладных 
программ на языке Delphi. Результаты вычислений представлены в 
таблице и отражаются графиками, приведенными на рис. 1—4. 

Исследовалось влияние вязкоупругих свойств материала 
пластинки на критические значения скорости флаттера. Результаты 
вычислений, представленные в таблице, показывают, что решения 
упругих (А=0) и вязкоупругих (А>0) задач существенно различаются 
между собой. Например, при увеличении параметра A от нуля до 
значения 0.1 критическая скорость флаттера уменьшается на 44.7%. 

Таблица 1 
Зависимость критической скорости флаттера от физико-механических  

и геометрических параметров пластинки 
A α β λ1 λ Vкр 

0 
0.005 
0.01 
0.1 

 
0.25 

 
0.05 200 1 

750 
602 
523 
415 

0.01 
0.1 
0.4 
0.6 

0.05 200 1 
412 
528 
563 

0.01 0.25 0.1 
0.01 200 1 520 

525 

0.01 0.25 0.05 
150 
180 
220 

1 
830 
616 
410 

0.01 0.25 
 

0.05 
 

200 
1.8 
2.2 
2.5 

552 
605 
653 
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  Рис. 1. А=0 (1), А=0,02 (2); t=50; λ=2,3;       Рис. 2. Линейное (1), нелинейное (2); 
  λ1=25; α=0,25; β=0,05; y=0,5; V=450 м/с   А=0,1; α=0,25; β=0,05; y=0,5; V=450 м/с 

  

  
      Рис. 3. t=0,1 (1), t=4 (2); t=10 (3); λ=2,2;    Рис. 4. t=0,1 (1), t=5 (2); N=5; λ=1,8; λ1=100; 
 λ1=25; A=0,1; α=0,25; β=0,05; y=0,5; V=450 м/с       A=0,1; α=0,25; β=0,05; y=0,0; V=450 м/с 

Исследование влияния параметра сингулярности α на критиче-
скую скорость флаттера показало, что с увеличением α эта скорость 
возрастает. Например, разница между значениями критической ско-
рости при α=0,1 и α=0,6 составляет 36.7%. 

Из приведенной выше таблицы видно, что влияние параметра 
затухания β ядра наследственности на скорость флаттера пластинки 
по сравнению с влиянием параметра вязкости А и сингулярности α 
незначительно, что еще раз подтверждает общеизвестные выводы о 
том, что экспоненциальное ядро релаксации неспособно описать на-
следственные свойства материала конструкций. 

Изучено влияние параметра вязкости А на изгибающий момент 
Мх. Расчетные величины представлены на рис. 1. По оси ординат да-
ны безразмерные величины Мх, по оси абсцисс – безразмерная длина 
пластинки. Значения геометрических и физических констант приняты 
равными: λ=2; t=50; α=0,25; β=0,05; V=450 м/с; у=0,5; λ1=25. При 
А=0,1 амплитуда безразмерного изгибающего момента уменьшается.  

Влияние геометрических и аэродинамических нелинейностей 
(ГАН) на изгибающий момент Мх изображены на рис. 2. В начальном 
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времени влияние ГАН незаметно, а далее разница между линейной и 
нелинейной теории увеличивается. 

Влияние изгибающих моментов Мх по длине пластины при раз-
личных моментах времени t представлены на рис. 3. Величина Мх при 
t=0,1 достигает максимума в точках х=0,75. С увеличением безраз-
мерного времени t максимальное и минимальное значение момента 
Мх уменьшается. 

На рис. 4 представлены графики изменения крутящего момента 
Мху (при у=0) по длине пластины для моментов времени t=0,1 и t=5. 
Расчеты получены при следующих значениях геометрических и фи-
зических констант: А=0,1; α=0,25; β=0,05; λ=1,8; V=450 м/с; λ1=100 и 
N=5. 

Таким образом, в работе исследован нелинейный флаттер вязко-
упругой пластины, обтекаемой потоком газа. При помощи метода 
Бубнова-Галеркина задача сведена к исследованию системы обыкно-
венных интегро-дифференциальных уравнений (ИДУ). Решение ИДУ 
находится численным методом, основанным на использовании квад-
ратурных формул. На основе этого метода разработан алгоритм чис-
ленного решения задачи. Приведены результаты расчетов критиче-
ской скорости флаттера. 
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