
Серія: Технічні науки. Випуск 4 

3 

УДК 519.6 

Н. В. Бабій, здобувач,  
М. Р. Петрик, канд. техн. наук 
Тернопільський національний технічний університет  
імені Івана Пулюя, м. Тернопіль  

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ МАСОПЕРЕНОСУ ЗІ 
ЗМІННИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ ДИФУЗІЇ ДЛЯ НЕОДНОРІДНИХ 

ОБМЕЖЕНИХ МАГНІТНИХ СЕРЕДОВИЩ 

Методами інтегрального перетворення Ганкеля 1-го роду і 
фундаментальних функцій Коші вперше побудований точний 
аналітичний розв’язок математичної моделі дифузційного ма-
сопереносу для неоднорідного циліндричного обмеженого ад-
сорбційного середовища і системою n-інтерфейсних меж із за-
даними 4n+3 нестаціонарними режимами масопереносу на ма-
сообмінних межах. Розроблені нові рекурентні алгоритми та 
обчислювальні процедури для побудови матриць функцій 
впливу, породжених неоднорідностями системи, крайовими 
умовами та системою інтерфейсних умов. 

Ключові слова: математична модель, рівняння масопе-
реносу, початкові та крайові умови, умови спряження, інтег-
ральне перетворення, головні розв’язки, числове моделювання. 

Вступ. Розвиток сучасних нанотехнологій та створення новітніх 
наноструктур і матеріалів ставить нові завдання до дослідження механі-
змів кінетики та інтенсифікації дифузційного масопереносу в багатоша-
рових неоднорідних середовищах (heterogeneous multilayer medias) 
різної конфігурації, що дозволяють описувати складні механізми систе-
ми інтерфейсних взаємодій, умови рівноваги та нестаціонарні режими 
масопереносу на масообмінних поверхнях. Дослідження процесів дифу-
зційного масопереносу в неоднорідних середовищах пористої структури 
на сьогоднішній день вимагає розвитку нових якісних методів моделю-
вання, що дозволяють описувати складні механізми системи інтерфейс-
них взаємодій між усіма складовими переносу та нестаціонарних режи-
мів масопереносу на масообмінних поверхнях [2—4]. 

Проблеми математичного моделювання дифузійно-дифузційного 
масопереносу в однорідних і неоднорідних пористих середовищах та 
методи побудови математичних розв’язків таких моделей були розг-
лянуті в роботах Ликова [6], Fraissard, Springuel-Huet, N’Gokoli-
Kekele Laurence, Conner [11—13], Barrer [7], Chen, Degan, Smith [8], 
Karger, Pfeier, Ruthven [9; 10]. Для однорідних середовищ дифузцій-
ного масопереносу застосовувались методи інтегральних перетворень 

© Н. В. Бабій, М. Р. Петрик, 2010



Математичне та комп’ютерне моделювання 

4 

Фур’є, Лапласа, Вебера, Ганкеля і Гільберта. Для неоднорідних сере-
довищ здебільшого застосовувались чисельні методи [16]. 

Математична теорія інтегральних перетворень та їх застосувань 
для задач масопереносу для неоднорідних і пористих середовищ з 
урахуванням системи механізмів інтерфейсних взаємодій між елеме-
нтами переносу та нестаціонарних режимів масообміну на масооб-
мінних поверхнях (врахування спектрального параметру в крайових 
умовах та системі умов інтерфейсу (спряження)) авторами розробле-
на в [4]. При найзагальніших припущеннях на структури диференціа-
льних операторів Фур’є, Бесселя, Вебера, Ганкеля, крайових умов і 
умов інтерфейсу, побудовані інтегральні перетворення Фурє, Бесселя, 
Вебера і Ганкеля зі спектральним параметром для неоднорідних 
(n+1)-складових обмежених, напівобмежених і необмежених облас-
тей переносу та побудовані головні розв’язки моделей переносу (фу-
ндаментальні функції Коші і Гріна) – функції впливу неодноріднос-
тей задачі, крайових умов та системи умов інтерфейсу. У праці [2] 
нами розглянута математична модель дифузційного масопереносу в 
неоднорідному обмеженому n-інтерфейсному нанопористому середо-
вищі, побудований точний аналітичний розв’язок моделі та виписані 
компоненти матриць впливу (головних) розв’язків системи. У [2—5] 
розглянуті задачі масопереносу для неоднорідних середовищ з ураху-
ванням системи механізмів інтерфейсних взаємодій та нестаціонар-
них режимів масопереносу на масообмінних поверхнях.  

У ряді досліджень дифузійного переносу спостерігаються кон-
центраційні залежності, що мають складний неоднорідний характер 
(рис. 1) і потребують як для побудови математичного опису концент-
раційних розподілів та параметрів внутрішньої кінетики (коефіцієнтів 
дифузії) використання спеціалізованого комплексу диференціальних 
гібридних операторів. У пропонованій роботі, що є логічним продов-
женням досліджень, проведених у [2—5], враховуються такі фактори. 

Математичний опис проблеми. Розглядається масоперенос в 
обмеженому неоднорідному n-інтерфейсному циліндричному середо-
вищі з різними фізико-хімічними характеристиками і дифузійними 
властивостями на кожному шарі. Математична модель такого проце-
су може бути описана у вигляді такої початково-крайової задачі: по-
будувати обмежений в області  
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і поверхні контакту 
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крайовими умовами 
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та умовами спряження 
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Рис. 1. Профілі Fe - Tb та Fe - Dy концентрацій в багатошаровому дифузій-
ному середовищі вздовж товщини зразка (Дані Лабораторії фізики матеріа-

лів Руанського Університету, France [13]) 
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Алгоритм побудови розв’язку. Концентраційні розподіли. 

Припустимо, що  2 2 2 2 2
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то система (1) й початкові умови (2) набувають вигляду задачі Коші: 
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Застосуємо до задачі (6) перетворення Ганкеля І-го роду для неод-
норідного середовища, визначене таким інтегральним перетворенням: 

 прямої дії: 
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 зворотної дії: 
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 основна тотожність інтегрального перетворення диференціаль-
ного оператора Бесселя  ,B v  : 
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Тут: 
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власна вектор-функція яка відповідає власному числу j ; 
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Квадрат норми власної вектор-функції 
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 (13) 

Вагова функція 
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11, 22,
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Внаслідок тотожності (9) одержуємо задачу Коші для звичайно-
го диференціального рівняння 1-го порядку 

  2 2
1 0
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Безпосередньо перевіряється, що розв’язком задачі Коші (16) є 
функція 
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 (17) 

Визначимо головні розв'язки параболічної крайової задачі (1)—(4): 

а) функції впливу  
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
 (18) 

породжені неоднорідністю системи (початкових умив); 
б) функції Гріна 
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породжені нестаціонарним режимом масообміну на крайовій поверх-
ні 1 ;nr R R   
в) функції Гріна системи інтерфейсних умов 
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У результаті застосування до функції ( ),ju t  визначеної форму-

лою (17), оператора  
1
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  за правилом (8), одержуємо функції 
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які повністю описують єдиний розв'язок крайової задачі масоперено-
су (1)—(4). 

Числове моделювання: Концентраційні профілі  

1. Розв’язання зворотної проблеми дифузійного переносу в бага-
тошаровому FeTb-середовищі (по компоненті Fe). 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.01

2 10
2

0

D Fek

1.10 lk  
Рис. 2. Профіль коефіцієнту дифузії Fe, [nm2/s] 

На рис. 2 подано профіль розподілу коефіцієнту дифузії для Fe, 
одержані в результаті розв’язання зворотної задачі на основі аналіти-
чного розв’язку математичної моделі та експериментальних даних. 
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2. Розв’язання прямої проблеми дифузійного переносу в багатоша-
ровому FeTb-середовищі, перевірка моделі на адекватність, ана-
ліз концентраційних полів (по компоненті Fe). 

 
Рис. 3.Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Fe 

(швидкість вхідного потоку маси u =0.00237 nm/s) 

 
Рис. 4.Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Fe  

(швидкість вхідного потоку маси u = 0.00137 nm/s) 

На рис. 4—8 подано порівняльну картину модельних і експери-
ментальних профілів розподілів концентрації для Fe для різних шви-
дкостей вхідного потоку маси u [nm/s]. Як видно з наведених рисун-
ків, модельні профілі досить добре узгоджуються з експерименталь-
ними даними. При швидкості вхідного потоку маси u  0.00237 nm/s 
(рис. 3) та u  0.0039 nm/s (рис. 5) спостерігаємо практично повне 
співпадання модельного та експериментально профілів концентрації. 
Для швидкостей u  0.00137 nm/s (рис. 4) та u  0.0539 nm/s (рис. 6) 
спостерігаємо досить добре узгодження, відхилення модельного про-
філю від експериментального не перевищує 2%. Для швидкостей 
u  0.00837 nm/s (рис. 7) та u  0.0137 nm/s (рис. 8) видно деякі від-
хилення модельного профілю від експериментального, проте похибка 
знаходиться в межах 5—10%. 
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Рис. 5. Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Fe 

(швидкість вхідного потоку маси u = 0.0039 nm/s) 

 
Рис. 6. Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Fe 

(швидкість вхідного потоку маси u = 0.00537 nm/s) 

 
Рис. 7. Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Fe 

(швидкість вхідного потоку маси u = 0.00837 nm/s) 
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Рис. 8. Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Fe 

(швидкість вхідного потоку маси u = 0.0137 nm/s) 

3. Розв’язання зворотної проблеми дифузійного переносу в бага-
тошаровому FeTb-середовищі (по компоненті Tb). 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
0

0.1

2 10
1

0

D Tbk

1.0750 lk  
Рис. 9. Профіль коефіцієнту дифузії для Tb, [nm2/s] 

4. Розв’язання прямої проблеми дифузійного переносу в багатоша-
ровому FeTb-середовищі, перевірка моделі на адекватність, ана-
ліз концентраційних полів (по компоненті Tb). 

 
Рис. 10. Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Tb 

 (швидкість вхідного потоку маси u = 0.00237 nm/s) 
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Рис. 11. Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Tb 

(швидкість вхідного потоку маси u = 0.00137 nm/s) 

 
Рис. 12. Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Tb 

(швидкість вхідного потоку маси u = 0.00337 nm/s) 

 
Рис. 13. Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Tb 

(швидкість вхідного потоку маси u = 0.00537 nm/s) 
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Рис. 14. Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Tb 

(швидкість вхідного потоку маси u = 0.00837 nm/s) 

 
Рис. 15. Модельний та експериментальний профілі концентрацій для Tb 

(швидкість вхідного потоку маси u = 0.00237 nm/s) 

На рис. 10—15 подано порівняльну картину модельних і експе-
риментальних профілів розподілів концентрації для Tb для різних 
швидкостей вхідного потоку маси u [nm/s]. Як видно з наведених 
рисунків, модельні профілі досить добре узгоджуються з експериме-
нтальними даними. При швидкості вхідного потоку маси 
u  0.00237 nm/s (рис. 10) та u  0.0039 nm/s (рис. 12) спостерігаємо 
практично повне співпадання модельного та експериментально про-
філів концентрації. Для швидкостейu  0.00137 nm/s (рис. 11) та 
u  0.0539 nm/s (рис.13) спостерігаємо досить добре узгодження, від-
хилення модельного профілю від експериментального не переви-
щує 2%. Для швидкостей u  0.00837 nm/s (рис.14) та u  0.0137 nm/s 
(рис. 15) видно деякі відхилення модельного профілю від експериме-
нтального, проте похибка знаходиться в межах 5—10%. 

Висновки. Запропоновано математичну модель дифузційного 
масопереносу в обмеженому неоднорідному нанопористому середо-
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вищі, що описується складним гібридним диференціальним операто-
ром, обґрунтовано її розв’язність та отримано аналітичний розв’язок, 
що в узагальненому вигляді описують вплив цілого ряду важливих 
фізичних чинників внутрішньої кінетики переносу, головними серед 
яких є вплив нестаціонарних умов системи (4n + 3)-інтерфейсних 
взаємодій на масообмінних межах середовищ. Це дозволяє моделю-
вати концентраційні профілі дифузтиву в макро- та нанопорах, здійс-
нювати комплексний аналіз внутрішньої кінетики масопереносу як на 
макрорівні, так і на рівні нанопорів частинок, проектувати оптималь-
ні технологічні схеми масопереносу для багатоскладових середовищ 
з різними фізико-хімічними характеристиками. Аналітич-ний 
розв’язок моделі та ефективні рекурентні алгоритми побудови мат-
риць функцій впливу крайової задачі масопереносу дозволяють фор-
мулювати та розв’язувати зворотні задачі масопереносу – визначення 
кінетичних параметрів за експериментальними розподілами. Це дає 
можливість здійснювати перевірки на адекват-ність параметрів моде-
лювання і фізичного експерименту і є одним із визначальних і перс-
пективних напрямків подальшого дослідження. 
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The problem of mass transfer by diffusion in materials is described by 
systems of differential equations with boundary conditions and contact con-
ditions. The exact analytical solution of adsorption masstransfer mathemati-
cal model for heterogeneous cylindrical adsorption media and n-interface 
surfaces system and non stationary 4n+3 regimes of mass exchange by the 
Hankel of the first sort integral transforms and the method of Cauchy funda-
mental functions is executed. The algorithms and calculation procedures for 
the fluid functions matrix construction of heterogeneous systems, of the 
boundary conditions and interface conditions system are described. 
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