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КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ 
НАПІРНОЇ ФІЛЬТРАЦІЇ У ПОРИСТОМУ 
СЕРЕДОВИЩІ З ВКЛЮЧЕННЯМИ 

Побудовано математичну модель, яка описує процес напірної 
фільтрації у пористому середовищі з включеннями. Проведено 
низку розрахунків і досліджено залежність тиску та швидкості 
руху рідини при різних показниках напору і коефіцієнта фільтра-
ції. Подано і проаналізовано результати обчислювальних експе-
риментів з визначенням тиску і швидкості руху рідини в рамках 
запропонованої моделі. На основі одержаних результатів зробле-
но висновок про застосовність сформульованої моделі. 

Ключові слова: комп’ютерне моделювання, рух рідини, 
напірна фільтрація, включення, тонкий канал, рівняння Нав’є-
Стокса, п’єзометричний напір. 

1. Вступ 

Комп’ютерне моделювання явищ переносу, яке інтенсивно розви-
вається останнє десятиліття у зв’язку з розвитком комп’ютерної техніки, 
активно застосовується у гідрології, інженерії довкілля, хімічній інжене-
рії, нафтовидобувній промисловості, інженерії тканин, медицині. Різно-
манітні аспекти математичного моделювання та числового аналізу про-
цесів перенесення в таких середовищах розглянуто, зокрема, в робо-
тах [1—4], де значна увага зосереджена на теоретичному обґрунтуванні 
запропонованих математичних моделей та числових підходів. Для вра-
хування складніших розподілів швидкостей необхідно доповнити відпо-
відні математичні моделі рівняннями теорії фільтрації, адаптованими до 
наявності тонких включень чи каналів. Метою цієї праці є висвітлення 
результатів комп’ютерного моделювання процесу фільтрації гравітацій-
ної рідини у пористому середовищі з включеннями, у яких відбувається 
протікання рідини і аналіз отриманих результатів. 

2. Концептуальна модель 

Сформулюємо основні положення, які стосуються розглянутого 
в даній роботі неоднорідного середовища та процесів, які в ньому 
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протікають. Під неоднорідним середовищем в контексті даної роботи 
розуміємо обмежене проникне тіло з включеннями, включенням на-
зивається тонкий канал в якому відбувається протікання рідини. Тіло 
є однорідним (рис. 1), середовище повністю насичене рухомим одно-
компонентним розчином рідини. У включеннях відбувається рух од-
норідної, нев’язкої, ізотропної рідини, яка є нестисливою і ідеальною. 
Тобто ми будемо розглядати рідину, яка має назву гравітаційна вода 
(ґрунтова вода) — це вода вільна, не залежна від сил притягання до 
поверхні твердих частинок. Вона переміщається під впливом сили 
тяжіння, в ній діє лише гідродинамічний тиск. Поле швидкостей руху 
розчину вільне від стиску та обертання, тобто потік є нестисливим та 
ламінарним. Контакт між тілом і включеннями є ідеальним. Наяв-
ність додаткових джерел чи стоків, неізотермічних, хіміко-
біологічних чи міжфазних процесів не передбачається. 

 
Рис. 1. Пористе середовище з включеннями 

Опис основних математичних співвідношень, які використанні 
для побудови моделі руху рідини в середовищі і у включеннях, опи-
сані в роботі [5]. 

3. Математичне формулювання задач 

Розглянемо процес фільтрації в області   з тонким каналом 
(рис. 2). Область   складається з підобласті F  яка заповнена ріди-

ною і p . 

Вздовж внутрішньої лінії 1Г  розміщено тонкий канал (надалі тов-

щиною каналу нехтуємо). Позначимо 2Г  — границя між рідиною і по-

ристим середовищем, 4Г , 5Г , 6Г , 7Г  — непроникні границі, 8Г  — 
проникна границя, через яку відбувається витік рідини під власною ва-
гою, Н — висота стовпа рідини, k — коефіцієнт фільтрації в p . 
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Рис. 2. Пористе середовище з включенням 

Для опису процесу фільтрації у пористому середовищі, що міс-
тить канал, розглянемо п’єзометричний напір 

 3
p

h x
qg

  , (1) 

Значення напору в F  і вздовж каналу 1Г  знайдемо з рівнянь 
Нав'є-Стокса для нев'язкої рідини, в якому знехтували нелінійними 
щодо витрат доданками, та рівняння нерозривності для нестисливої 
рідини для випадку, коли рух відбувається лише вздовж осі 3x . Знай-
дене значення напору 
 h H  (2) 

При цьому зауважимо, що розглядається усталений за часом процес, 
а також припустили, що рух рідини відбувається лише вздовж осі 3x . 

На границі витоку рідини 8Г  швидкість фільтрації рівна k (рі-
дина рухається лише під власною вагою). 

Врахувавши всі вище зазначені умови, отримаємо математичну 
модель для знаходження п’єзометричного напору, який в p  задово-

льняє рівняння Лапласа 
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Знайшовши значення напору, отримаємо опис руху рідини згід-
но закону Дарсі 
 ( ),u k grad h   (8) 
де u  — вектор швидкостей. 

Теорія поширюється на область p , яка містить декілька вклю-

чень. Числові розрахунки проведені для пористого середовища з 
двома тонкими каналами (рис. 3). 

Рис. 3. Пористе середовище з двома тонкими каналами 

Для числового дослідження запропонованої математичної моделі 
використовуємо метод скінченних елементів з трикутними елементами. 

4. Результати числового аналізу 

Наведемо результати числового аналізу математичної моделі 
(3)—(8). Результати обчислень тиску і швидкості фільтрації рідини пода-
ні у вигляді малюнків. Знайшовши розподіл h в області    0;2 0,1p    

за довжиною кожного з каналів 0,6 м., поле швидкостей u і поле тиску p 
знаходимо згідно формул поданих в [5]. Розв’язок будувався на області 
яка складається з 350 скінченних трикутних елементів. 

Подамо нижче результати розрахунків розподілу тиску і поля шви-
дкостей для різних коефіцієнтів фільтрації k і висоти стовпа води H. 

 
Рис. 4. Розподіл тиску для k = 0.01 м/с; Н = 0.1 м (Р, [1 Pa]) 
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Рис. 5. Розподіл тиску для k = 0.02 м/с; Н = 0.1 м (Р, [1 Pa]) 

 
Рис. 6. Поле швидкостей для k = 0.01 м/с; Н = 0.1;1 м  (u, [1 m/s]) 

 
Рис. 7. Розподіл тиску для k = 0.01 м/с; Н = 0.1 м  (Р, [1 Pa]) 



Серія: Технічні науки. Випуск 4 

185 

 
Рис. 8. Розподіл тиску для k = 0.02 м/с; Н = 0.1 м  (Р, [1 Pa]) 

 
Рис. 9. Поле швидкостей для k = 0.01 м/с; Н = 0.1;1 м  (u, [1 m/s]) 

 
Рис. 10. Розподіл тиску для k = 0.01 м/с; Н = 0.1 м  (Р, [1 Pa]) 
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Рис. 11. Розподіл тиску для k = 0.02 м/с; Н = 0.1 м  (Р, [1 Pa]) 

 
Рис. 12. Поле швидкостей для k = 0.01 м/с; Н = 0.1;1 м  (u, [1 m/s]) 

Як бачимо з отриманих результатів, для різних показників кое-
фіцієнта фільтрації і сталого показника висоти стовпа рідини зміню-
ється розподіл тиску в середовищі, а при сталому коефіцієнті фільт-
рації і різних показниках H  швидкість залишається незмінною. Ана-
логічні висновки були отримані для неоднорідного середовища з од-
ним включенням. Для даної задачі розглянуто конкретно визначені 
показники початкового напору і коефіцієнта фільтрації, але дана мо-
дель може бути застосована також і для інших вхідних даних. 

5. Висновки 

В даній роботі сформульовано математичну модель пористого 
середовища з включеннями. Отримано і подано у вигляді рисунків 
дані розрахунків задач на визначення тиску і швидкості рідини, які 
відповідають фізиці відповідних процесів. За допомогою числових 
експериментів здійснено аналіз отриманих результатів. 
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АНАЛИЗ И ОПТИМИЗАЦИЯ МЕЖПОВЕРОЧНЫХ 
ИНТЕРВАЛОВ СРЕДСТВ ИЗМЕРЕНИЯ  

СТАТИСТИЧЕСКИМ МЕТОДОМ 

Рассматривается статистический метод расчета межпове-
рочных интервалов, позволяющий по имеющимся у разработ-
чика системы исходным данным в виде заданных интервалов 
ошибок измерительных средств определить ошибки контроля 
первого и второго рода. 

Ключевые слова: оптимизация, межповерочный интер-
вал, статистический метод.  

Введение. При разработке (проектировании) автоматизированной 
системы контроля (АСК) необходимо решать задачу выбора межпове-
рочных интервалов для средств измерения входящих в систему. В ра-
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