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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ПИД-КОНТРОЛЛЕРОВ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ В РАЗЛИЧНЫХ БАЗИСАХ 

Предложены математические модели ПИД-контроллеров це-
лого и дробного порядков на основе аппроксимационно-
операционного S-преобразования. Приведены иллюстративные 
примеры определения отклика контроллера на различные вход-
ные воздействия с использованием программной среды системы 
Mathematica®. 

Ключевые слова: математическое моделирование, ав-
томатическое управление, динамическая система, ПИД-
контроллер, дробное исчисление, операционные методы, по-
линомиальная аппроксимация, S-преобразование. 

Введение. ПИД-контроллер является одним из элементов сис-
тем управления динамическими системами и представляет собой со-
вокупность трех элементарных звеньев (пропорционального, интег-
рирующего и дифференцирующего), входные полюcа которых объе-
динены и подключены к источнику входного сигнала, а выходные 
сигналы звеньев суммируются и формируют выходной сигнал кон-
троллера [5]. Известная структурная схема ПИД-контроллера приве-
дена на рис. 1. 

© А. В. Васильев, 2011
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Рис. 1. Структурная схема ПИД-контроллера 

Математическая модель ПИД-контроллера во временном про-
странстве представляется выражением: 

 
0

( )
( ) ( ) ( )

t

p i d
dx t

y t k x t k x d k
dt

    . (1) 

В (1) приняты следующие обозначения: ( )y t  — выходной сиг-

нал, ( )x t  — входной сигнал, pk , ik , dk  — коэффициенты передачи 

соответственно пропорционального, интегрирующего и дифференци-
рующего звеньев. 

При использовании классических операционных методов (пре-
образование Лапласа и комплексный метод) математические модели 
контроллера в пространствах изображений по Лапласу и Фурье при-
нимают вид алгебраических выражений (предполагается, что началь-
ные условия нулевые): 

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p i dY p k X p k X p k pX p W p X p
p

    , (2) 

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p i dY j k X j k X j k j X j W j X j
j

      


    . (3) 

В формулах (2), (3) дополнительно обозначены: p  — оператор Ла-

пласа,   — частота, ( )W p  и ( )W j  — передаточные характеристики 

в операционных областях Лапласа и Фурье соответственно: 
1

( ) p i dW p k k k p
p

   ; 
1

( ) p i dW j k k k j
j

 


   . 

С развитием дробного исчисления [2; 6] ПИД-контроллеры были 
обобщены на случай использования в интегрирующих и дифферен-
цирующих звеньях операторов интегрирования и дифференцирова-
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ния нецелых порядков [8]. Такие ПИД-контролллеры дробного по-
рядка при сохранении структуры рис. 1 описываются во временной 
области математическими моделями вида: 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )p i dy t k x t k J x t k D x t    , (4) 

1

0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) (1 )

t t

p i d
d

y t k x t k t x d k t x d
dt

      
 

     
    . (5) 

Здесь в выражении (4) символами ( )J   и ( )D  обозначены инте-
гральный оператор дробного порядка λ и дифференциальный опера-
тор дробного порядка γ. В формуле (5) использованы интегро-
дифференциальные операторы Римана-Лиувилля [6].  

Математические модели ПИД-контроллера дробного порядка в 
операционных областях Лапласа и Фурье принимают вид: 

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p i dY p k X p k X p k p X p W p X p
p


    , (6) 

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
p i dY j k X j k X j k j X j W j X j

j


      


    .(7) 

Нетрудно видеть, что математические модели (1)—(3) являются 
частным случаем моделей (4)—(7).  

Использование ПИД-контроллеров дробных порядков, как показа-
но в [8] и ряде других публикаций, предоставляет исследователю допол-
нительные возможности по совершенствованию и оптимизации систем 
управления благодаря появлению двух дополнительных параметров λ и 
γ. Существенным недостатком математических моделей контроллеров в 
области преобразования Лапласа является необходимость нахождения 
корней уравнений с дробными степенями оператора p. 

В данной работе предложены математические модели ПИД-
контроллеров целого и дробных порядков в аппроксимационно-
операционном пространстве S-преобразования [1; 2]. Работа построена 
следующим образом. Сначала в ретроспективном плане приведен метод 
S-преобразований. Затем сформирована математическая модель ПИД-
контроллера в пространстве S-преобразований. Далее рассмотрены ил-
люстративные примеры нахождения отклика ПИД-контроллера на раз-
личные входные воздействия. В вычислительном эксперименте в про-
граммной среде системы Mathematica [7] использована базисная система 
локальных функций на основе смещенных полиномов Лежандра. 

Основы аппроксимационно-операционного метода S-преоб-
разования. Метод S-преобразования [1; 2] в кратком изложении мо-
жет быть представлен следующим образом. Для сигнала ( )x t  и сис-

темы базисных функций  *
1 2S( ) ( ), ( ), , ( )mt s t s t s t


 , заданных на 
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одном и том же диапазоне изменения аргумента 0 t T  , прямым 
операционным S — преобразованием называют выражение 

1

*

0 0

( ) X S( ) S( ) ( ) S( ) 
T T

x t t t dt x t t dt


   

          
   
 
  

, которое сопоставляет 

сигналу его операционное изображение — вектор X


. Обратное опе-
рационное S-преобразование восстанавливает сигнал в виде его ап-

проксимации *

1

( ) X S( ) ( ) 
m

a i i
i

x t t X s t


   


. В приведенных выше 

выражениях интегрирование матрично-векторных функций выполня-
ется поэлементно. Для S-преобразования, как и для любого другого 
операционного метода, вводятся правила операционной алгебры, со-
поставляющие математическим операциям над сигналами их опера-
ционные аналоги в области изображений. Для целей данной статьи 
достаточно использования только двух правил:  
 ( ) ( ) X Ya x t b y t a b      

 
, (8) 

 
0

( ) ( ) Y P X
t

sy t x d    
 

. (9) 

Правило (8) определяет, что линейной комбинации сигналов во 
временном пространстве соответствует такая же линейная комбинация 
изображений сигналов в пространстве S-преобразования. Операции ин-
тегрирования сигнала с переменным верхним пределом сопоставляется 
операция умножения изображения подинтегральной функции на так 
называемую операционную матрицу интегрирования Ps порядка m x m, 

элементы которой зависят от вида базисной системы функций S( )t


и 

порядка интегрального оператора. Таким образом, выражение (9) спра-
ведливо и для операции дробного интегрирования. 

Математические модели ПИД-контроллеров в базисе S-
преобразования. Применяя правила (8) и (9) к математическим моделям 
ПИД-контроллеров (1), (4), перейдем в область S-преобразования. 

 Классический ПИД-контроллер целого порядка: 

 1
1 1Y X P X P X W Xp i d sk k k       

    
, (10) 

где: 1P  — операционная матрица интегрирования первого порядка, 

Ws  — передаточная матрица S — преобразования: 

 1
1 1W E P Ps p i dk k k    . (11) 

В формулах (10), (11) все матрицы квадратные порядка m x m, а 
E  — единичная матрица. 
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 ПИД-контроллер дробных порядков λ и γ : 

 1Y X P X P W Xp i d sk k k 
     

   
,  (12) 

 1W E P Ps p i dk k k 
   . (13) 

В выражениях (12), (13) нижние индексы в операционных мат-
рицах интегрирования определяют дробные порядки интегро-диффе-
ренциальных операторов.  

Иллюстративные примеры. Отклики контроллеров на различ-
ные входные воздействия определим реализацией математических 
моделей в системе Mathematica®. 

Пример 1. Классический ПИД-контроллер. Необходимо опреде-
лить аппроксимацию отклика контроллера на следующие входные воз-
действия: 1 2 3( ) 1; ( ) sin(2 ); ( ) cos(2 ).  x t x t t x t t     Параметры звень-

ев контроллера: 0.5; 2.5; 0.01.  p i dk k k    Используем в качестве 

подсистем системы базисных функций S – преобразования смещенные 
полиномы Лежандра нулевого и первого порядков. Диапазон изменения 
аргумента 0 1t  , порядок подсистем базисных функций m = 100. 

Программа 1 

 Задание параметров контроллера: 

 
 Задание порядка базисных подсистем и длины локального аргу-

мента: 

 
 Задание входных воздействий: 

 
 

 Определение системы базисных функций : 

 
 

 Нахождение локальных спектров Лежандра нулевого порядка для 
входных воздействий: 

 

 

 
 Нахождение локальных спектров Лежандра первого порядка для 

входных воздействий: 
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 Определение операционной матрицы интегрирования дробного 

порядка в базисе Лежандра нулевого порядка: 

 
 Задание операционной матрицы интегрирования первого порядка:  

 
 Определение откликов контроллера на входные воздействия в 

пространстве S-преобразования: 

 

 

 
 Формирование аппроксимаций откликов контроллера на входные 

воздействия во временном пространстве: 

 
 Визуализация аппроксимаций откликов контроллера: 

 

 
Рис. 2. Аппроксимации откликов контроллера на входные воздействия 
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 Визуализация откликов контроллера на входные воздействия в 
пространстве S-преобразования: 

 

 
Рис. 3. Операционные изображения откликов  

контроллера  на входные воздействия 

Пример 2. ПИД-контроллер дробных порядков. Необходимо опре-
делить аппроксимацию отклика контроллера на следующие входные 

воздействия: 2
1 2 3( ) 1 2 ; ( ) sin(2 ); ( ) cos(3 ).  t tx t t x t e t x t e t      Па-

раметры звеньев контроллера: 0.5; 2.5; 0.15.  p i dk k k    Порядок 

интегрального оператора: 0.7  . Порядок дробной производной: 
0.5  . Используем в качестве подсистем системы базисных функ-

ций смещенные полиномы Лежандра нулевого и первого порядков. 
Диапазон изменения аргумента 0 1t  , порядок подсистем базис-
ных функций m = 200. 

Программа 2 

 Задание параметров контроллера: 

 
 Задание порядка базисных подсистем и длины локального аргу-

мента: 

  
 Задание входных воздействий: 

 
 

 Определение подсистем базисных функций (смещенных полино-
мов Лежандра нулевого и первого порядков: 
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 Нахождение локальных спектров Лежандра нулевого порядка для 

входных воздействий: 

 

 

 
 Нахождение локальных спектров Лежандра первого порядка для 

входных воздействий: 

 

 

 
 Фрагменты операционных матриц интегрирования дробного по-

рядка [1]: 
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 Фрагменты операционных матриц интегрирования нецелых по-

рядков:  

: 

 

 
 Спектры откликов контроллера дробных порядков на входные 

воздействия: 

 

 

 
 Аппроксимации откликов: 

 
 Визуализация откликов во временном пространстве: 
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Рис. 4. Визуализация откликов контроллера дробных порядков  

на входные воздействия во временном пространстве 

 Визуализация откликов в операционном пространстве: 

 

 
Рис. 5. Визуализация откликов контроллера дробных порядков 

на входные воздействия в операционном пространстве 

В приведенных выше примерах не приведены численные значе-
ния элементов векторов и матриц а также вид аппроксимационных 
полиномов в связи с их громоздкостью. При формировании матема-
тических моделей контроллеров использован подход к нахождению 
средних значений производных, предложенный в работах [3; 4]. 

Выводы. Предложенный в работе метод формирования опера-
ционных моделей ПИД-контроллеров целого и дробных порядков 
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позволяет алгебраизировать математические модели элементов дина-
мических объектов и их систем управления. Простота перехода из 
операционной области в область временного пространства, характер-
ная для метода S-преобразования, и возможность реализации в про-
граммных средах компьютерной алгебры позволяют сделать вывод о 
перспективности подхода к решению задач анализа, синтеза и опти-
мизации систем автоматического управления. 
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