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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ДЕФОРМИРОВАНИЯ 
ВЯЗКОУПРУГИХ ОРТОТРОПНЫХ ПЛАСТИН  

С ПЕРЕМЕННОЙ ЖЕСТКОСТЬЮ 

На основе гипотезы Кирхгофа-Лява в геометрически нели-
нейной постановке приведена математическая модель задачи ана-
лиза процессов деформирования вязкоупругих прямоугольных 
ортотропных пластин с переменной жесткостью. Модель задачи 
построена с учетом распространения упругих волн. С помощью 
метода Бубнова-Галеркина, основанного на многочленной ап-
проксимации прогиба и перемещений, задача сводится к реше-
нию систем нелинейных интегро-дифференциальных уравнений с 
переменными коэффициентами. Исследуется влияние вязкоупру-
гих свойств материала и изменения толщины пластины. 

Ключевые слова: теория Кирхгофа-Лява, математическая 
модель, дискретная модель, вязкоупругость, ядро релаксации, ин-
тегро-дифференциальное уравнение, метод Бубнова-Галеркина. 

Введение. В различных областях техники широко используются 
элементы и узлы, представленные в каноническом виде пластинками и 
оболочками переменной жесткости. Это связано, прежде всего, с требо-
ваниями к прочности, долговечности, дизайну тонкостенных элементов 
современных конструкции. Наряду с тонкостенными элементами конст-
рукций из традиционных металлических материалов широко использу-
ются конструкции из композиционных материалов. Это приводит к не-
обходимости рассмотрения как изотропных, так и, в общем случае, ани-
зотропных пластин и оболочек. При этом, такие задачи следует описы-
вать с помощью моделей теории пластин и оболочек в классической и 
уточненной постановках. Исследование пластин и оболочек переменной 
жесткости представляет собой очень сложную задачу. С одной стороны 
это связано с решением довольно сложных и громоздких уравнений, а с 
другой — с определенными вычислительными трудностями, т.е. отсутст-
вием отработанных численных методов и вычислительных алгоритмов. 

Математическая модель. Построим математическую модель 
рассматриваемой задачи деформирования вязкоупругой прямоуголь-
ной пластинки в геометрически нелинейной постановке на основе 
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классической теории Кирхгофа-Лява. Предположим, что вязкоупру-
гая пластинка изготовлена из материала, обладающего ортотропными 
свойствами. В этом случае физическую зависимость между напряже-
ниями , ,х у xy    и деформациями , ,х у xy    примем в виде [5; 6]: 
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где * *, ij   — интегральные операторы с ядрами релаксации соответ-

ственно ( )t  и ( )ij t : 
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1 2,E E  — модули упругости в направлении осей x и y; G — модуль 

сдвига; 1 2,   — коэффициенты Пуассона; здесь и в дальнейшем 

символ  , 1 2x y   указывает, что остальные соотношения полу-

чаются круговой подстановкой индексов. 
Связь между деформациями в срединной поверхности , ,х у xy    

и перемещениями u, v, w по направлениям x, y, z с учетом начальных 
неправильностей, примем в виде [3]: 
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где 0 0 ( , )w w x y  — начальный прогиб пластинки. 
Изгибающие ,x yM M  и крутящие моменты H с учетом (2) 

имеют вид [5; 6]: 
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Подставляя (1) и (3) в уравнения движения [4] 
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получим систему интегро-дифференциальных уравнений в частных 
производных вида: 
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Полученная математическая модель (5) с соответствующими 
граничными и начальными условиями одновременно учитывает вяз-
коупругие свойства, а также ортотропность материала пластинки. 

Отметим, что если при решении задач динамики вязкоупругих 
систем в изотропной постановке в системе интегро-дифференциаль-
ных уравнений участвует только одно ядро релаксации с тремя раз-
личными реологическими параметрами [1], то в ортотропной поста-
новке по гипотезе Кирхгофа-Лява принимают участие 5 различных 
ядер с 15 реологическими параметрами вязкости. 

При расчетах в качестве ядер релаксации    , , , 1, 2ijt t i j    

используются сингулярные ядра Колтунова-Ржаницына вида [6]:  

 
   
   

1

1

, 0 1 ,

, 0 1 .ij ij

t

t
ij ij ij

Г t Ae t

Г t A e t

 

 





 

 

  

  
 (6) 

Дискретная модель задачи о динамической устойчивости 
вязкоупругой ортотропной пластинки с переменной жесткостью. 
Наиболее эффективным методом построения дискретной модели не-
линейных задач динамики наследственной теории вязкоупругости яв-
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ляется вариационный метод Бубнова-Галеркина, с помощью которого 
получим основные рабочие интегро-дифференциальные уравнения 
данной задачи. 

Рассмотрим динамическую устойчивость вязкоупругой прямо-
угольной ортотропной пластинки со сторонами a и b из неоднородно-
го материала, подвергающейся быстровозрастающему сжатию со 
стороны a силой  P t t  (  — скорость нагружения). В этом слу-

чае уравнения динамической устойчивости вязкоупругой ортотроп-
ной пластины имеет вид (5). 

Решение системы (5), удовлетворяющее граничным условиям 
задачи, будем искать относительно перемещений u и v, а также про-
гиба w в виде 
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Подставляя (7) в систему уравнений (5) и выполняя процедуру 
Бубнова-Галеркина с учетом безразмерных величин  
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при сохранении прежних обозначений получим следующую систему 
основных разрешающих дискретизированных нелинейных интегро-
дифференциальных уравнений 
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где постоянные коэффициенты, входящие в эту систему, связаны с 

координатными функциями и их производными; 1 2c E E   — 

скорость звука в материале пластины;  2 2 * 4
1 2 крE E h P b   ; 

 
22

23 1
кр

h
P E

b




   
 

 — статическая критическая нагрузка; с — 

плотность материала пластинки. 

Пример расчета процесса деформирования вязкоупругой ор-
тотропной прямоугольной пластины с переменной толщиной. 
Интегрирование системы (8) проводилось с помощью программного 
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комплекса [7] с использованием квадратурных формул [2; 8]. 
Результаты вычислений при различных физических и геометрических 
параметрах приведены на графиках, рис. 1, 2. Зависимость изменения 

толщины имеет следующий вид: 1h x  ,  0 0h h const  , где 

* — параметр изменения толщины.  
Аналогично [4], в качестве критерия, определяющего 

критическое время, а вместе с тем и критическую нагрузку, 
принимаем условие, что стрела прогиба не должна превышать 
величину, равную толщине пластинки h0. В качестве параметра 
определяющего устойчивость пластинки принят KД — коэффициент 
динамичности, равный отношению динамической критической 
нагрузки к эйлеровой статической. 

Рассматриваемая методика позволяет изучить влияние неодно-
родных свойств материала на процесс устойчивости пластинки (рис. 1). 

Как видно из рисунка, увеличение параметра 1

2

E
E  , определяю-

щего степень анизотропии (кривая 1 – Д = 1; кривая 2 – Д = 1.5 и кри-
вая 3 – Д = 2), приводит к более позднему интенсивному возрастанию 
прогибов, соответственно увеличению критического значения КД. Ана-
логичные эффекты наблюдаются в случае вязкоупругой пластины с 
постоянной толщиной [9].  

 
Рис. 1. Зависимость прогиба от времени при  = 1 (1); 1.5 (2); 2 (3) 

Результаты исследования влияния параметра изменения толщины 
пластинки * на динамическую устойчивость приведены на (рис. 2). 
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Рис. 2. Зависимость прогиба от времени при * = 0 (1); 0.5 (2); 0.8 (3) 

При значениях * = 0; 0.5; 0.8 величины коэффициентов динамич-
ности КД равен соответственно 4.85, 4.97, 5.52. Напомним, что увели-
чение параметра * влечет за собой увеличение толщины пластинки. 
Вычисления производились при равных объемах пластин постоянной и 
переменной толщины. Из графиков видно, что с увеличением парамет-
ра толщины значение коэффициента КД увеличивается.  

Выводы. Рассмотренный метод математического моделирова-
ния позволяет разрабатывать эффективные алгоритмы и програмы 
для решения сложных задач анализа процесов деформации в элемен-
тах и узлах современных механических конструкций. 
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СПОСОБЫ ЛОКАЛИЗАЦИИ И ИДЕНТИФИКАЦИИ 
ЭЛЕМЕНТОВ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ УСТРОЙСТВ  

В ЗАДАЧАХ ДИАГНОСТИКИ 

Рассмотрена задача локализации структурных неисправно-
стей, которые изменяют функционирование одного из звеньев 
электрического устройства с ограниченным доступом. Пока-
зано, что сочетание методов локализации неисправностей и 
параметрической идентификации позволяют с приемлемой 
глубиной диагностирования определить место неисправности 
и оценить значение параметра неисправного элемента. 

Ключевые слова: электрические устройства, диагности-
ка, параметрическая идентификация. 

Введение. Обычно при решении задачи диагностирования с ог-
раниченным доступом к внутренним точкам объекта рассматривают-
ся параметрические неисправности [1—3]. Однако, в реальных объ-
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