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Проведено математичне моделювання процесу масоперене-
сення при фільтрації і вологоперенесенні сольових розчинів в об-
ластях повного і неповного насичення. Чисельні розв’язки відпо-
відних крайових задач отримано методом скінченних різниць. Ро-
зроблено відповідне програмне забезпечення, з використанням 
якого проведено чисельні експерименти та зроблено їх аналіз.  
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Вступ. Переміщення вологи та солей в насичено-ненасичених 
ґрунтах унаслідок дії багаторічних циклічних природно-кліматичних 
чинників, так і в результаті впливу несприятливих техногенних умов 
можуть привести до розвитку небезпечних гідрогеологічних проце-
сів: підтоплення територій, забруднення ґрунтових вод. Процес пере-
носу води впливає на перенесення солей, в результаті чого відбува-
ється засолення ґрунтів.  

Тому великої уваги в даний час заслуговують питання розробки, 
дослідження і впровадження методів моделювання для розв’язання задач 
підземного масоперенесення при фільтрації підземних вод та вологопе-
ренесенні. Використання математичних методів на рівні моделювання 
складних фізичних процесів відкривають можливість проведення чисе-
льних експериментів при виробленні нових технічних рішень.  

Вирішенням даних проблем займалося ряд вчених. Теоретичні ос-
нови процесів масоперенесення та вологоперенесення закладені в робо-
тах [1—4; 6]. Однак, у вищезгаданих роботах дані процеси розглядалися 
окремо в областях повного і неповного насичення; домінували лише 
процеси вологоперенесення без врахування масоперенесення.  

В даній роботі здійснено сумісне дослідження солеперенесення 
при фільтрації підземних вод та вологоперенесенні в насичено-
ненасиченому ґрунтовому середовищі. Для більш адекватного опису 
вказаних процесів в математичній моделі задачі враховано наявність 
осмотичних явищ [10; 14].  
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Постановка задачі. Дослідимо процес масоперенесення сольо-
вих розчинів при сумісній фільтрації та вологоперенесенні в насиче-
но-ненасиченому ґрунті (рис. 1).  

На поверхню ґрунту можуть попадати атмосферні опади і поли-

ви. В зв’язку з цим, на деякій глибині 1l від поверхні землі утворю-

ється вільна поверхня рівня ґрунтових вод (РГВ), яка, надалі, вважа-
ється нерухомою. На глибині 2l  є фронт промочування, який для 

простоти будемо вважати нерухомим (рис. 1). 

  
Рис. 1. Масоперенесення солей в областях повного і неповного насичення  

Таким чином, в ґрунтовому масиві сформувалося дві області: 
I — область повного насичення — між поверхнею землі і вільною 
поверхнею; II – область неповного насичення — між вільною повер-
хнею та фронтом промочування. Крім того, на поверхню ґрунту може 
потрапляти сольовий розчин з атмосферними опадами або за рахунок 

інших факторів з концентрацією 1C . Розподіл концентрації в області 

неповного насичення — 2C , в області повного насичення — 2C . 

Потрібно розрахувати напір вологи в області неповного насичення, 
розподіл п’єзометричних напорів в області повного водонасичення та 
поле розподілу концентрації солей в даних областях; дослідити вплив 
осмосу на процеси масо- та вологоперенесення в ґрунтовому середовищі. 

Математична модель задачі. Математична модель задачі пере-
несення солей при фільтрації підземних вод у насиченому пористому 
середовищі з вільною поверхнею в одновимірному випадку на основі 
робіт [3; 5; 9—14] у загальноприйнятих позначеннях має вигляд 
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Математичну модель задачі перенесення солей при вологопере-
несенні в умовах неповного насичення ґрунту можна записати насту-
пним чином [6; 9—14]: 
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На РГВ задаються умови спряження для напору та концентрації 
відповідно 
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В рівняннях (1)—(11) використані такі позначення: 1( , )c x t , 

2 ( , )c x t  — концентрації cольових розчинів, 1 1( )D c , 2 2( )D c  — коефі-

цієнти конвективної дифузії, 1 1 1( , )k c h , 2 2 2( , )k c h  — коефіцієнти фі-

льтрації, 1v , 2v  — швидкості фільтрації сольових розчинів; *
1C , 

*
2C  — коефіцієнти граничного насичення сольових розчинів, 1 , 

2  — коефіцієнти масообміну; 1 , 2  — пористості відповідних 

ґрунтових середовищ; 1h P x   — напір рідини; 
p

P
g

  — висота 

тиску, 2h  — п’єзометричний напір, 1u , 2u  — коефіцієнти осмосу. 

Диференціальні рівняння (1), (6) описують масоперенесення со-
лей в областях повного ( 0)P   та неповного ( 0)P   насичення від-

повідно. (2), (7) — рівняння фільтрації та вологоперенесення; (3), 
(8) — швидкості фільтрації з врахуванням осмосу. Умови (4), (5), (9), 
(10) — крайові умови для концентрації та напорів для відповідних 
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областей водонасичення. (11) — умова спряження, задана на межі 
областей повного та неповного насичення. 

Чисельний розв’язок задачі. Знайдемо спочатку чисельний 
розв’язок задачі в області повного насичення. Для знаходження 
розв’язку задачі фільтрації (2), (5), використаємо неявну різницеву 
схему, яка при 1u const  має наступний вигляд: 
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При 1 1 1( )u u c різницева схема задачі набуде наступного вигляду: 
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Розв’язок різницевих схем (12), (13) знайдемо методом прогонки. 

Для цього запишемо дану різницеву схему в прогоночному вигляді 
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Розв’язок задачі фільтрації методом прогонки знаходимо у вигляді 

 1 11 1
1 11, 1, 1 ,j j

i ii iH H  
    (15) 

де 1 1
1 1

1 1

,i
i

b

c a


 


 
1

1 1 1
1 1

1 1

i
i

i

a f

c a










, 1 1,1i n  . 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

32 

Для знаходження чисельного розв’язку задачі масоперенесення 
(1), (3), (4) застосуємо монотонну різницеву схему [7; 8].  
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Розв’язок різницевої схеми (16) знайдемо методом прогонки. 
Для цього запишемо дану різницеву схему в прогоночному вигляді 
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Розв’язок задачі (17) методом прогонки знаходимо у вигляді 
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sn  — значення координати на РГВ, 1 0  , 1
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Швидкість фільтрації при 1u const обчислюємо за формулою 
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Знайдемо чисельний розв’язок задач вологоперенесення та ма-

соперенесення в області неповного насичення. Для знаходження чи-
сельного розв’язку задачі вологоперенесення (7), (10) застосуємо не-
явну різницеву схему. 

Тоді різницева схема даної задачі при 2u const  прийме вигляд 

 
   1 1 1 1

1 2, 1 2, 2, 2, 12
2

1
2, 2,

2 2, 1 2, 2, 1

1

( 2 ) ,

j j j j jj
ii i i i i

j j
i ij j j j

ii i i

b H H b H H
h

H H
u C C C 



   
  



 

    


   

 (21) 

де 

 1 10.5 ( , ) ( , )j jj j j
i i i i ib K H C K H C   , 

 1 1 10.5 ( , ) ( , )j j j j j
i ii i ib K H C K H C    , 2

1 1

2
1j

i j j
i i

h
a g

H H
 

 

 
    

. 

При 2 2 2( )u u c  різницева схема задачі має вигляд 

 

   1 1 1 1
1 2, 1 2, 2, 2, 12

2

1 1 1 1
2, 1 2, 2, 2, 1 1

1 2, 2,
2 2 2

1

1
,

j j j j jj
ii i i i i

j j j j j j
i i i ij j jj i i

ii i i

b H H b H H
h

C C C C
Z Z H H

h h h

 
 

   
  

   
  



      

  
    
 
 

 (22) 
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де 2 21 10,5( ( ) ( ))j j j
ii iZ u C u C   , 2 2 10,5( ( ) ( ))jj j

i i iZ u C u C   . 
Розв’язок різницевих схем (21), (22) знайдемо методом прогонки. 

Для цього запишемо дану різницеву схему в прогоночному вигляді 

 1 1 1
3 3 3 32, 1 2, 2, 1 ,j j j

i i ia H c H b H f  
      (23) 

де 3 2
2

j
ib

a
h

 , 1
3 2

2

j
ib

b
h
 , 1

3 2
2

j j
iib b

c
h

 
 , 21,i n , а при 2u const  коефі-

цієнт 3f  має вигляд 

2
3 2, 1 2, 2, 12

2

( 2 )j j j
i i i

u
f C C C

h
    , 21,i n . 

При 2 2 2( )u u c  коефіцієнт 3f  наступний: 
1 1 1 1

2, 1 2, 2, 2, 1
3 1

2 2 2

1
j j j j
i i i ij j

ii

C C C C
f Z Z

h h h

   
 



  
  
 
 

, 21, , 0, .i n j m   

Чисельний розв’язок задачі вологоперенесення методом прогон-
ки знаходимо у вигляді 

 1 13 3
1 12, 2, 1 ,j j

i ii iH H  
     (24) 

де 3 3
1 3

3 3
i

i

b

c a


 


, 
3

3 3 3
1 3

3 3

i
i

i

a f

c a










, 2 1,1i n  . 

Для розв’язування задачі масоперенесення солей (6), (8), (9) ви-
користаємо монотонну різницеву схему [8]. 

Тоді різницева схема даної задачі матиме вигляд 

     

1 1 1 1 1 1
2, 2, 2, 1 2, 2, 2,1 1

2 2 1 1
2 2 2

1 1 1 1 1 *
2 22, 1 2, 2, 2, 1 2,

2 2

1

,

j j j j j j
i i i i i ij j j j

ii i i

j j
j j j j ji i
i i i i i

C C C C C C
d d

h h h

r r
C C C C C C

h h

  




    
 



     
 

   
   
 
 

     

 (25) 

де  

 12, 2, 10.5 ( , ) ( , )j jj
i i ii id D x C D x C   ,  

  11 2, 1 2,0.5 ( , ) ( , )j j j
i ii i id D x C D x C   , ( , )k j j

i i i iV x C r r   , 

2, 2,( , ) ( ,
0

2
  

j j
i ii ij

i

V x C V x C
r 

 
  , 

2, 2,( , ) ( ,
0

2
  

j j
i ii ij

i

V x C V x C
r 

 
  . 

Згідно методу прогонки  

 1 1 1
4 4 4 42, 1 2, 2, 1

j j j
i i ia C c C b C f  
     , (26) 
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де 
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4 1 22

22

1
,

j
ij jj j

i ii i

r
c d d

hh


 


      1 *

4 2 22, ,j
if C C    

чисельний розв’язок задачі перенесення знаходимо у вигляді 
 1 14 4

1 12, 2, 1
j j

i ii iC C  
   , (27) 

де 4 4
1 4

4 4

  i
i

b
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c a 


, 
4

4 4 4
1 4

4 4
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i

i

a f

c a










, 1 0  , 1
1 1 ( )  C t   . 

Значення швидкості фільтрації (8) при 2u const  та 

2 2 2( )u u c обчислюється за формулами відповідно 
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1 1 1 1
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V k Z Z
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
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де 1 10,5( ( ) ( ))j j j
ii iZ u C u C   , 10,5( ( ) ( ))jj j

i i iZ u C u C   . 
Алгоритм розв’язування задачі масоперенесення солей у наси-

чено-ненасиченому ґрунтовому середовищі побудовано повністю. 

Програмна реалізація та результати чисельних експеримен-
тів. Для реалізації задачі розроблена комплексна програма в інтегро-
ваному середовищі візуально-подійного програмування Visual C# 
2010 з використанням технології .NET Framework 4.0.  

На основі програмної реалізації задачі були проведені чисельні екс-
перименти, що дало можливість детально дослідити характер протікання 
процесів в області насичено-ненасиченого ґрунтового середовища та 
провести аналіз отриманих результатів при наступних вхідних даних: 

360T діб , 1 10l м , 2 15l м , 1 2 0,4   , 1 2 0,0065   , 
31000 /кг м  , * 350 /C г л , 0 0 /С г л , 1 0 /С г л , 2 10 /С г л , 

1
1 1,4H м , 1

2 0,1H м , 5 52,8 10 /м кг доба    .  
Початкові та граничні умови для задач вологоперенесення та фі-

льтрації:   1 2
2

2

,0
H H

h x x H
l


  ,   0.01

20, th t H e ,  2 2,h l t H . 

Початкові та граничні умови для задачі масоперенесення солей 
наступні:  ,0 0c x  ,   0.10, 10 tc t e ,  2 , 0c l t  . 
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Результатом розв’язання задачі масоперенесення в області непов-
ного насичення є знаходження значень розподілу напорів вологи та кон-
центрації солей в межах даної області з врахованням осмотичних явищ. 

В результаті розв’язання задачі вологоперенесення з врахуван-
ням осмосу та без отримали наступні графіки розподілу напорів во-
логи (рис. 2, 3). 

 
Рис. 2. Графік розподілу напорів вологи з осмосом 

  
Рис. 3. Графік розподілу напорів вологи без осмосу  
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Як видно з рис. 2, 3, напір вологи зменшується з часом та зрос-
тає з глибиною, набуваючи максимального значення на межі РГВ. 
Вплив осмосу на процес розподілу вологи незначний. 

Розподіл концентрації солей в даній області насичення має ви-
гляд (рис. 4, 5) 

 
Рис. 4. Графік розподілу концентрації солей з осмосом 

 
Рис. 5. Графік розподілу концентрації солей без осмосу  

На основі аналізу графіків (рис. 4, 5) розподіл концентрації солей 
зменшується з часом та з глибиною, що пояснюється вимиванням со-
льових розчинів з пористого середовища. З врахуванням осмосу розпо-
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діл концентрації солей зростає швидше (рис. 4). Величина впливу про-
порційна вибору коефіцієнта осмосу або осмотичної функції. 

Розв’язавши задачу в області неповного насичення, знайдемо 
розв’язок задачі в області повного насичення. 

В результаті розв’язання задачі було знайдено наступне графіч-
не представлення розподілу п’єзометричних напорів (рис. 6, 7): 

 
Рис. 6. Графік розподілу п’єзометричних напорів з осмосом 

 
Рис. 7. Графік п’єзометричних напорів без осмосу  
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З рис. 6, 7 видно, що значення розподілу напорів рідини змен-
шуються з часом дуже повільно та зростають з глибиною пористого 
середовища. Врахування звичайного осмосу приводить до зростання 
значень розподілу. 

В результаті розв’язання задачі масоперенесення отримано на-
ступні графіки розподілу концентрації солей (рис. 8, 9): 

 
Рис. 8. Графік розподілу концентрації солей без осмосу 

 
Рис. 9. Графік розподілу концентрації солей з осмосом 

Розподіл концентрації солей зменшується з часом та з глибиною, 
набуваючи менших значень в порівнянні з розподілом концентрації в 
області неповного насичення. Як видно з рис. 9, вплив осмосу на 
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процес розподілу концентрації солей є значним: значення концентра-
ції солей зростають. 

Важливою особливістю даної задачі є розгляд процесів масопе-
ренесення в насиченій і ненасиченій областях в комплексі. 

Графічне представлення розподілу поля концентрації солей в 
насичено-ненасиченій області представлено на наступних графіках 
(рис. 10, 11): 

 
Рис. 10. Графік розподілу концентрації солей з часом  

в області насичено-ненасиченого ґрунтового середовища 

 
Рис. 11. Графік розподілу концентрації солей з глибиною  
в області насичено-ненасиченого ґрунтового середовища 
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Графіки, зображені на рис. 10, 11 демонструють зменшення зна-
чень розподілу концентрації солей в області насичено-ненасиченого 
середовища з часом та з глибиною, що пояснюється вимиванням со-
льових розчинів з пористого середовища. 

Висновки. Побудовано математичну модель переносу сольових роз-
чинів, що описується крайовою задачею (1)—(5), (11) та (6)—(10), (11). 

Для крайової задачі (1)—(11) побудовано монотонну різницеву 
схему, знайдено її чисельний розв’язок та виконано програмну реалі-
зацію в середовищі Visual C# 2010.  

Проведено комплексне дослідження солеперенесення в насиче-
но-ненасичених ґрунтах, при якому знайдено поля розподілів напорів 
вологи, п’єзометричних напорів та поля концентрацій в областях по-
вного та неповного насичення; побудовано спільний графік розподілу 
концентрації солей в насичено-ненасиченій області; визначено вплив 
осмотичних явищ на процеси волого- та масоперенесення. Проведено 
ряд чисельних експериментів за результатами розв’язаних задач во-
лого- і масоперенесення на різних часових проміжках та в залежності 
від товщини шару ґрунту, що дає змогу оцінити та прогнозувати ха-
рактер протікання даних процесів. 

Встановлено, що розподіл напорів вологи з врахуванням концент-
рації солей при наявності осмотичних явищ зазнав незначних змін в об-
ласті неповного насичення ґрунту на відміну від розподілу п’єзометрич-
них напорів в області повного насичення, де чисельні експерименти по-
казують значний вплив осмосу. Це свідчить про те, що осмос впливає на 
процес розподілу напорів вологи пропорційно величині коефіцієнта ос-
мосу або осмотичної функції. Крім того, розподіл напорів вологи з вра-
хуванням концентрації солей та при наявності осмосу збільшується з ча-
сом та з глибиною швидше. Розподіл поля концентрації солей зменшу-
ється з часом та з глибиною в насичено-ненасиченій області. 
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