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В статті розглядаються алгоритми відновлення неперервних сигналів, 
на які динамічно впливають істотні спотворення у виглядів шумів. Пока-
зано, що розроблені алгоритми цифрової фільтрації можна застосувати 
для стабільної роботи оператора інверсії каналу. Для забезпечення стій-
кості розв’язку некоректних задач застосовуються методи регуляризації з 
максимальним використанням додаткової апріорної інформації про сиг-
нал і шум. Приведено результати комп'ютерних експериментів. 
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РАСПАРАЛЛЕЛИВАНИЕ АЛГОРИТМОВ РЕШЕНИЯ СЛАУ 

Рассмотрены параллельные алгоритмы решения СЛАУ мето-
дами мельчайших квадратов по схеме Холецького и сингулярного 
разложения с использованием преобразования Хаус-холдера. Да-
на оценка временной реализации рассмотренных алгоритмов. 

Ключевые слова: параллельные алгоритмы, сингулярное 
расписание, метод Холецького, преобразования Хаусхолдера. 

Введение и постановка задачи. Проблема распараллеливания 
вычислений вообще и алгоритмов решения СЛАУ, в частности, при-
влекает внимание исследователей с момента появления вычислитель-
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ной техники, и стала особенно актуальной в настоящее время в связи 
с появлением БИС и СБИС, открывшим новые возможности в созда-
нии вычислительных устройств параллельного типа. Вопросам рас-
параллеливания алгоритмов решения СЛАУ посвящено значительное 
число публикаций, в частности работы [1—2]. 

При распараллеливании алгоритмов следует учитывать критерий 
их эквивалентности. Так, если при переводе алгоритма из одной формы 
записи в другую сохраняется вся совокупность операций и определены 
(возможно, различными способами) порядки их выполнения, то чаще 
всего оказывается, что разные формы записи алгоритмов порождают 
один и тот же граф, и в этом смысле они полностью эквивалентны. Если 
же разные формы записи приводят к разным графам, то это говорит о 
неэквивалентности алгоритмов, заданных этими записями. 

Решение СЛАУ методом наименьших квадратов по  схеме Хо-
лецкого. Решение переопределенных СЛАУ методом наименьших 
квадратов сводится к решению СЛАУ с симметричной положительно 
определенной матрицей коэффициентов, получаемой путем умножения 
слева исходной матрицы коэффициентов на транспонировавшую матрицу 

TA A A


. 
Известно [3], что если A


 — положительно определенная сим-

метричная  n n  матрица, то в силу теоремы Холецкого ее можно 

представить в виде произведения 

 TA C C


, (1) 
где C  — верхняя треугольная  n n  матрица. Выражению (1) соот-

ветствует компактная схема вычисления элементов ijC  матрицы C : 
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Решение СЛАУ 
TAX C CX B 

 
, 

где  1,T
i iB A B b n  


, 
1

m

i ji j
j

b b


 


, осуществляется в два этапа. 

Сначала путем прямой подстановки решается СЛАУ 
TC D B


, 
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элементы id , вектора решения D  которого определяются по формуле 

1
1

1

i

i ii i j ji
j

d C b d C






 
   

 
 




, 1,i n . 

Затем путем обратной подстановки из СЛАУ 
CX D  

находится решение  1,i iX x n   по формуле, 

1

n

i i ik k
k i

x d C x
 

   . 

Максимальная ярусно-параллельная форма (ЯПФ) алгоритма 
решения переопределенной СЛАУ методом наименьших квадратов, с 
учетом параллельных схем выполнения операций перемножения мат-
риц и решения СЛАУ методом Холецкого, представлена на рис. 1. 
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Рис. 1. Максимальная ярусно-параллельная форма (ЯПФ) алгоритма 
решения переопределенной СЛАУ методом наименьших квадратов 
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Общее число операций типа накопления  1,i is s b i n   , ха-

рактеризующее операционную сложность алгоритма решения пере-
определенной СЛАУ методом наименьших квадратов с использова-
нием разложения Холецкого, определяется суммарным числом опе-
раций, необходимых для выполнения матричного произведения, реа-
лизации разложения Холецкого и обратной подстановки по формуле 

 

   

 

3
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2
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       
 


   

 (2) 

Временная задержка при трехмерной интерпретации потоковой 
вычислительной схемы метода, соответствующей рис. 1, определяет-
ся величиной 
 3 3 2 1 4 3HT m n n m n        . (3) 

Решение СЛАУ методом сингулярного разложения с использо-
ванием преобразований Хаусхолдера. Рассмотрим метод решения 
СЛАУ общего вида размерностью  ,m n m n   методом сингулярного 

разложения с использованием преобразований Хаусхолдера (метод от-
ражений). Предположим, что столбцы матрицы коэффициентов упоря-
дочены таким образом, что столбцы с минимальным количеством нуле-
вых элементов расположены слева. Процесс решения СЛАУ состоит из 
n  этапов преобразования исходной матрицы A  коэффициентов к верх-
ней треугольной матрице и этапа нахождения корней СЛАУ путем об-
ратной подстановки. На каждом l -ом этапе осуществляются следующие 
операции по преобразованию исходной матрицы коэффициентов. 

1. Определение евклидовой нормы l -го вектора столбца раз-
мерности  1m l   текущей промежуточной матрицы коэффициен-

тов     , , ,
ll

ij

i

A l m j l n
     
  

 по формуле  

  
1

2 2m
l

il
i l

sig 


 
   
 
 . 

2. Определение l -го диагонального элемента по формуле 
    1 1l l

ll ll llsign sig     , 

вычисление вспомогательной переменной ll sig   и l -го элемента 

вектора xV  норм столбцов преобразованной матрицы A : 
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 xV l sig  . 

3. Вычисление промежуточной преобразованной матрицы  lA  с 
элементами 

     1 1l l l
ij ij jil R     , 1,i l m  , 

где    1 1
m

l l
j kl kj

k l

R    



 
   
 
 , 1,j l n  . 

4. Вычисление промежуточного преобразованного вектора-

столбца правой части СЛАУ  lB  с элементами 
     1 1l l l
i i ilb b s    , 1,i m , 

где 

   1 1
m

l l
kl k

k l

b

s





 



 
  
 


. 

После выполнения n  этапов преобразования получаем верхнюю 

треугольную матрицу  nA . Обратная подстановка осуществляется по 
компактной схеме: 

   

 
1

n
n n

j ji i
i j

j
x

b x

x
V j


 

 
  
 
 


, , 1j n . 

Анализ рассмотренного алгоритма показывает, что на каждом 
этапе возможно распараллеливание вычисления векторов-столбцов 

промежуточной матрицы  lA  и вектора правой части  lB  после вы-
числения соответствующего диагонального элемента ll . Двумерная 

максимальная ЯПФ алгоритма решения переопределенной СЛАУ 
методом сингулярного разложения с использованием преобразования 
Хаусхолдера приведена на рис. 2. 

Общее число операций типа накопления, характеризующее опе-
рационную сложность алгоритма решения СЛАУ методом сингуляр-
ного разложения с использованием преобразования Хаусхолдера оп-
ределяется по формуле: 
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Временная задержка при двумерной интерпретации потоковой 
вычислительной схемы метода, соответствующей рис. 2, определяет-
ся величиной: 

  2
1

3
2 1 1 2 1.
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n

s
l

n
T m m l n n m m n
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Рис. 2. Двумерная максимальная ЯПФ алгоритма решения  
переопределенной СЛАУ методом сингулярного разложения 

Поскольку для переопределенных СЛАУ m n , то число опе-
раций для решения СЛАУ методом наименьших квадратов по схеме 
Холецкого, определяемое по формуле (2), и число операций для ре-
шения СЛАУ методом сингулярного разложения с использованием 
преобразования Хаусхолдера, определяемое по формуле (3), можно 
оценить по соответствующим неравенствам: 

  
3

2 2 22 2
3 0 3

3 3 3H
n n

n n n      , (6) 

  
3

2 3 22 10 2
5 0 5 3

3 3 3S
n n

n n n n       . (7) 

Из сравнения неравенств (6) и (7) следует, что решение СЛАУ ме-

тодом сингулярного разложения требует на  22 3n n  операций 

больше, чем решение по схеме Холецкого. Однако, второй метод менее 
устойчив к погрешностям исходных данных и округления, что иногда 
делает его применение нецелесообразным. К недостаткам метода син-
гулярного разложения следует отнести ограниченные возможности по 
его распараллеливанию. Следует отметить интересное свойство парал-
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лельных форм алгоритма решения СЛАУ по схеме Холецкого, которое 
состоит в том, что временные задержки реализации метода при трех-
мерной и двумерной интерпретации равны между собой. Действитель-
но, первоначально во всех вычислителях определяются элементы мат-

ричного произведения TA A  и произведения матрицы на вектор TA B , 
что требует параллельного выполнения m  операций типа накопления в 
каждом вычислителе. Затем выполняется разложение полученной 
СЛАУ по теореме Холецкого и нахождения корней обратной подста-
новкой, со временами задержки соответственно  3 2n   и 1n  . Про-

суммировав затраты времени на каждом этапе и сравнивая результат с 
(3) получим общее время реализации метода наименьших квадратов по 
схеме Холецкого при двумерной интерпретации: 

2 3 4 3H HT T m n    . 
Эта особенность объясняется тем, что матричные операции и 

собственно решение СЛАУ связаны отношением строгого порядка 
следования, вследствие чего трехмерная интерпретация алгоритма не 
дает выигрыша по сравнению с двумерной. 

Аналогичным свойством обладают параллельные формы алгоритма 
решения СЛАУ методом сингулярного разложения. Однако здесь отли-
чие состоит в том, что одно и то же время реализации решения обеспе-
чивается для двумерной и одномерной интерпретации алгоритма. К та-
кому выводу можно прийти на основе следующих рассуждений. 

Из анализа алгоритма можно заметить, что вычисление очеред-

ной промежуточной матрицы коэффициентов  lA  и вектора правой 

части  lB  начинается после вычисления диагонального элемента ll . 

Для вычисления элемента ll  требуется m  операций типа накопле-

ния. Вычисление элементов векторов столбцов матрицы  lA  выпол-
няется параллельно и требует выполнения  2 2 1m l   операций ти-

па накопления. Вычисление вектора  lB  требует  2 1m l   таких 

операций. После завершения l -го преобразования в первых l  вычис-

лителях хранятся значения элементов    1, ; 1, ;
l

ij i l j l i j    , ко-

торые не подлежат дальнейшему преобразованию. Наибольшее время 

требуется для преобразования вектора  lB . Поэтому общее время 
решения СЛАУ методом сингулярного разложения при одномерной 
интерпретации алгоритма определяется величиной 

 1
1

2 1 1
n

S
l

T m m l n


      . 
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Сравнивая с (5) получим 

 1 2
3

2 1
2 2S S
n

T T n m m n
           
   

. (8) 

Время решения СЛАУ методом наименьших квадратов по схеме 
Холецкого при одномерной интерпретации алгоритма определяется 
величиной 

  2
1

1
3 2

2HT mn n n    . (9) 

Представляя (8) и (9) в виде неравенств (полагая m n ), полу-
чим соответственно 

 2
1

3
1

2HT n n   , 

2
1

3 5
1

2 2ST n n   . 

Численный эксперимент. Оценка эффективности рассмотренных 
алгоритмов была проведена при решении систем, которые возникают 
при численном решении интегральных уравнений Фредгольма I рода. 
Такого типа задачи входят в класс обратных задач и характеризуются 
неустойчивостью решения при повышении размерности системы.  

Численные эксперименты проводились с использованием одного 
и двух процессоров (1,74 GHz), при этом максимальная пропускная 
способность коммуникационной сети составляла 3500 Mb/s. В каче-
стве реализации MPI был выбран mpich2, а также использовалась 
библиотека подпрограмм линейной алгебры ScaLAPACK. 

Результаты численного эксперимента представлены в таблице 1. 

Таблица 1 

Результаты численного эксперимента 

Метод 
Наименьших квадратов по  схе-

ме Холецкого (с) 
Сингулярного  
разложения (с) 

Размерность 
матрицы 

1 
процессор 

2 
процессора 

1 
процессор 

2 
процессора 

512х512 0.91 0.61 1.27 0.88 
1024х1024 7.37 4.10 8.56 4.77 
2048х2048 58.32 32.35 104.19 38.90 
4096х4096 474.25 370.09 512.22 399.35 

Выводы. Для решения СЛАУ методами сингулярного разложе-
ния и наименьших квадратов по схеме Холецкого при одномерной 
интерпретации соответствующих алгоритмов, требуется приблизи-
тельно одно и то же время. 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

68 

Проведенный анализ параллельных форм алгоритмов решения 
СЛАУ показал, что эффективность параллельной реализации соот-
ветствующих методов определяется внутренней структурой инфор-
мационных связей внутри этих методов, а максимальная ЯПФ не все-
гда обеспечивает максимальное время решения СЛАУ. 

Сравнение времени реализации метода наименьших квадратов по 
схеме Холецкого при двумерной и одномерной интерпретации показа-
ло, что для 3n   1H HlT T . Таким образом, в ряде приложений одно-

мерная интерпретация алгоритмов решения СЛАУ является весьма 
эффективной с точки зрения достижения компромисса между произво-
дительностью и структурной сложностью параллельных устройств. 
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The article deals with parallel algorithms for solving algebraic equa-
tions by methods of smallest squares scheme Holetskoho and singular de-
composition using conversion Hausholdera. The evaluation time of the 
considered algorithms. 

Key words: parallel algorithms, singular decomposition, the method 
Holetskoho, conversion Hausholdera. 
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