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ПРО ОДИН ЧИСЛОВИЙ МЕТОД КОМПЛЕКСНОГО  
АНАЛІЗУ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ БАГАТОФАЗНОЇ 

ФІЛЬТРАЦІЇ В НАФТОГАЗОВИХ ПЛАСТАХ 

Адаптовано числовий метод квазіконформного відобра-
ження для розв’язання задач багатофазної фільтрації в нафто-
газових пластах, що експлуатуються рядними системами розс-
тановки свердловин, зокрема, встановлено особливості фор-
мування області комплексного квазіпотенціалу в залежності 
від послідовності введення умовних розрізів багатозв’язної 
області фільтрації флюїдів. 
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Вступ. При моделюванні процесів витіснення у нафтогазових 
пластах, з використанням математичного апарату комплексного ана-
лізу, зокрема, методу квазіконформного відображення [3,4] виникає 
необхідність систематизації та додаткового дослідження формування 
області комплексного квазіпотенціалу, в залежності від вигляду якої 
спрощується чи ускладнюється різницева модель відповідної оберне-
ної задачі. Складність розв’язання задач на обернене квазіконформне 
відображення, в першу чергу полягає в тому, що область протікання 
процесу є багатозв’язною (пласт, обмежений еквіпотенціальними 
лініями та лініями течії), а відповідна їй область комплексного квазі-
потенціалу («розрахункова») може змінювати свій вигляд (бути од-
нолистою чи багатолистою [2; 5; 6]) в залежності від впливу різних 
факторів (введення комбінації умовних розрізів з метою зведення 
багатозв’язної області до однозв’язної, вибору потенціалів на сверд-
ловинах тощо), частина із яких описана в роботах [2; 3; 6], проте, що 
характерно, ці фактори не впливають на її загальну структуру, скла-
дові якої — склеєні між собою певним чином прямокутники. 

У цій роботі адаптовано числовий метод квазіконформного ві-
дображення для розв’язання задач багатофазної фільтрації в нафтога-
зових пластах, що експлуатуються рядними системами розстановки 
свердловин, зокрема, встановлено особливості формування області 
комплексного квазіпотенціалу в залежності від послідовності введен-
ня умовних розрізів багатозв’язної області фільтрації флюїдів. 

Загальна постановка задачі. Розглянемо процес двофазної ізотер-
мічної фільтрації в пласті (див., рис. 1), обмеженому непроникним зов-
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нішнім контуром L  та відповідно контурами Lα
% , Lβ%

 ( *1, nα = , 

*1,nβ = ) нагнітальних ( ) і експлуатаційних ( ) свердловин. 
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Рис. 1. Схематичне зображення пласта з *

*n n+  свердловинами 

Відповідні закон руху та рівняння нерозривності течії, записані 
відносно квазіпотенціалу швидкості фільтрації ( , , )x y tϕ ϕ= =  

( , , )p x y t p= − + %  ( ( , , )p x y t  — тиск в точці ( , )x y  в момент часу t , 
p%  — деяке характерне його значення), згідно з [1; 6; 7] представимо 
у вигляді: 

%
1 2, 0, 1,2, 1,l l

l l
l

skk grad div l s s
t

υ ϕ σ υ
µ

∂
= + = = + =

∂
r r

  

де 1( , , )s x y t , 2 ( , , )s x y t  відповідно насиченості пористого середовища 
нафтою та водою в точці ( , )x y  у момент часу t  (тут і надалі час t  та 
інші величини є безрозмірними); σ , k  — коефіцієнти пористості та 
абсолютної проникності ґрунту; % %1 1( )k k s= , % %2 2 ( )k k s=  — відносні 
фазові проникності ( 2s s= ); lυ

r
, lµ  — вектор швидкості та коефіці-

єнт в’язкості l -тої фази. Звідси, з урахуванням сумарної швидкості 
1 2υ υ υ= +

r r r
 фільтраційної течії, маємо: 
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Вважаємо, що на нагнітальних Lα
%  та експлуатаційних Lβ%

 свер-
дловинах підтримуються постійні тиски (відповідні їм квазіпотенціа-
ли позначимо через *ϕ  та *ϕ ), інші ділянки границі області zG  є лі-

ніями течії, вздовж яких, зокрема, має місце рівність 0
Ln

ϕ∂
=

∂
, де 

 { : L z x iyα = = +%  ( , ) 0} { :f x y zα = =%  0 cos( )x r xατ= + % , 
0 sin( )y r yατ= + % , 0 2 }τ π≤ < , { : L z x iyβ = = +

%
 ( , ) 0}f x yβ = =
%

 
0{ : cos( )z x r xβτ= = +

%
, 0 sin( )y r yβτ= +

%
, 0 2 }τ π≤ < , 

*
*

*
*
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n n
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l

L D D D D
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+ + −
=

= ∪ =∪  { : ( , ) 0}z f x y= = .  

Початковий розподіл насиченості в пласті і її значення на нагніталь-
них свердловинах позначимо відповідно через ( , ,0) ( , )s x y s x y= %  та 

*s s= . 
Згідно запропонованої в роботах [2—6] методології розв’язання не-

лінійних задач багатофазної фільтрації у нафтогазових пластах область 
протікання процесу витіснення для яких є багатозв’язною, необхідною 
умовою використання методу числового квазіконформного відображен-
ня та основних ідей методики поетапної фіксації характеристик середо-
вища і процесу, з метою переходу від прямої задачі до оберненої (від 
фізичної області до однозв’язної області комплексного квазіпотенціалу), 
є введення серії умовних розрізів вздовж ліній течії, що проходять через 

точки призупинки потоку [4—6] lD , *
*1,2( ) 1l n n= + − . 

Проблеми побудови області комплексного квазіпотенціалу. Як 
можна помітити, вже у випадку зображеному на рис. 2 виникає певна 
неоднозначність в структурі області комплексного квазіпотенціалу (рис. 
2.а — багатолиста область, рис. 2.б — однолиста), що перш за все 
пов’язана з характером та послідовністю введення згаданих вище розрі-
зів. Тому доцільним є проведення додаткового аналізу стосовно форму-
вання області комплексного квазіпотенціалу в залежності від кількості 
свердловин в ряді та послідовності введення умовних розрізів. 

З метою зручності подальших викладок, розглянемо на почат-
ку простіший випадок, коли свердловини чергуються, а їх загальна 
кількість рівна *

*n n+ , причому вважається, що ряд розпочинається з 
нагнітальної свердловини і може закінчуватися як нагнітальною так і 
експлуатаційною в залежності від співвідношень між *n  та *n .  
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Рис. 2. Пласт zG  та відповідна область комплексного  

квазіпотенціалу Gω  при *
* 2n n= =  

На рисунках 2—4 зображено фізичні області фільтрації та відпові-
дні області комплексного квазіпотенціалу в залежності від співвідно-
шення значень *n  і *n  та послідовності введення умовних розрізів Lλ  

( *
*1, n nλ = + ). Зокрема, на рис. 2а, 3а, 4а зображено випадки при вве-

денні умовних розрізів фізичної області zG  (що характеризуються точ-
ками призупинки течії [4—6]), коли відповідні області комплексного 
квазіпотенціалу є багатолистими, а на рис. 2б, 3б, 4б — однолистими. 
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Рис. 3. Пласт zG  та відповідна область комплексного  

квазіпотенціалу Gω  при * 3n = , * 2n =  
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Рис. 4. Пласт zG  та відповідна область комплексного  

квазіпотенціалу Gω  при *
* 3n n= =  

Безумовно, що доцільним є здійснення процедури умовного роз-
різування фізичної області лише таким чином, щоб відповідна об-
ласть комплексного квазіпотенціалу була однолистою, це дозволить 
уникнути проблеми неоднозначності у виборі належності характери-
стичних точок течії тому чи іншому листу багатолистої поверхні, що 
тим самими спростить процедуру побудови різницевої задачі та алго-
ритму її розв’язання. Адже у випадку багатолистої області комплекс-
ного квазіпотенціалу, як було відзначено в роботах [5; 6], при побу-
дові різницевого аналогу задачі необхідно вводити додатковий індекс 
для шуканих змінних, значення якого зв’язує їх з конкретним листом 
та обмежує область використання при розрахунках, а також призво-
дять до додаткових затрат оперативної пам’яті при реалізації відпові-
дних алгоритмів у вигляді прикладних програм для подальшого 
комп’ютерного моделювання відповідних процесів. 

Таким чином для застосування методу квазіконформного відобра-
ження до розв’язування відповідних задач (в порівнянні, наприклад, з 
[4]) необхідно провести «підготовчий етап» щодо вибору характеристи-
чних точок сходження та розходження течії та згідно запропонованого 
вище, здійснити розрізування багатозв’язної області спочатку через точ-
ки розходження течії, а потім через точки сходження в результаті чого 
отримана таким чином область комплексного квазіпотенціалу буде од-
нолистою. Тоді аналогічно, як і в роботах [2—6], ввівши функцію течії 
ψ , комплексно спряжену до ϕ , задачу на побудову гідродинамічної 
сітки, відшукання фільтраційної витрати та інших характерних фільтра-
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ційних параметрів за знайденим (фіксованим у даний момент часу) по-
лем насиченості зводимо до задачі на квазіконформне відображення 

( ) ( ) ( ), i ,z x y x yω ω ϕ ψ= = +  однозв’язної області zG  на відповідну 
однолисту область комплексного квазіпотенціалу. 

Алгоритм розв’язку. Для переходу до оберненого квазіконформ-
ного відображення ( ) ( ) ( ), ,z z x iyω ϕ ψ ϕ ψ= = +  області комплексного 

квазіпотенціалу на zG  використовуємо наступні формули [4—6]  
1 y

x J
ϕ

ψ
∂ ∂

=
∂ ∂

, 1 x
y J
ϕ

ψ
∂ ∂

= −
∂ ∂

, 1 1y y
x J Jψ ϕ ϕ ψ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

x y x yJ
ψϕ ψ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂ ∂
, 1 y

x J
ψ

ϕ
∂ ∂

= −
∂ ∂

,  

1 1x x
y J Jψ ϕ ϕ ψ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 1 x

y J
ψ

ϕ
∂ ∂

=
∂ ∂

, 

тоді рівняння для відшукання дійсної ( ),x x ϕ ψ=  і уявної ( ),y y ϕ ψ=  
частин характеристичної функції течії та розподілу насиченості мати-
муть вигляд: 

 y xk
ψ ϕ

∂ ∂
=

∂ ∂
, x yk

ψ ϕ
∂ ∂

= −
∂ ∂

, (1) 

 1 0x xk
kψ ψ ϕ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

, 1 0y yk
kψ ψ ϕ ϕ

   ∂ ∂ ∂ ∂
+ =   ∂ ∂ ∂ ∂   

, (2) 

 
2s f s

t sk
υ

ϕσ
∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

, (3) 

де 2 2
x yυ υ υ= + , 

( , )x
k y

J
υ

ϕ ψ ψ
∂

=
∂

 
( , )y

k x
J

υ
ϕ ψ ψ

∂
= −

∂
. 

Крайові умови, наприклад, для випадку, зображеного на рис. 2б 
мають вигляд: 

1 * *( ( , ), ( , )) 0f x yϕ ψ ϕ ψ =% , 10 Qψ≤ ≤ ; 

1( ,0) ( , )x x Qϕ ϕ−= , 1( ,0) ( , )y y Qϕ ϕ−= , 
1* Kϕ ϕ ϕ≤ ≤ ; 

1 1( ( , ), ( , )) 0f x Q y Qϕ ϕ− − = , 
1 3K Cϕ ϕ ϕ≤ ≤ ; 

1 1( ( , ), ( , )) 0f x Q y Qϕ ϕ+ + = , 
3 3K Cϕ ϕ ϕ≤ ≤ ; 

3 1( , ) ( , )x Q x Qϕ ϕ+= , 3 1( , ) ( , )y Q y Qϕ ϕ+= , 
3* Kϕ ϕ ϕ≤ ≤ ; 

2 * *( ( , ), ( , )) 0f x yϕ ψ ϕ ψ =% , 1 3Q Qψ≤ ≤ ; 

3 3( ( , ), ( , )) 0f x Q y Qϕ ϕ = , 
3 4K Kϕ ϕ ϕ≤ ≤ ; 

3 2( , ) ( , )x Q x Qϕ ϕ+= , 3 2( , ) ( , )y Q y Qϕ ϕ+= , 
4

*
Kϕ ϕ ϕ≤ ≤ ; 
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* *
2 ( ( , ), ( , )) 0f x yϕ ψ ϕ ψ =

%
, 2 3Q Qψ≤ ≤ ; 

2 2( ( , ), ( , )) 0f x Q y Qϕ ϕ+ + = , 
2 4C Kϕ ϕ ϕ≤ ≤ ; 

2 2( ( , ), ( , )) 0f x Q y Qϕ ϕ− − = , 
2 2C Kϕ ϕ ϕ≤ ≤ ; 

2( ,0) ( , )x x Qϕ ϕ−= , 2( ,0) ( , )y y Qϕ ϕ−= , 
2

*
Kϕ ψ ϕ≤ ≤ ; 

* *
1( ( , ), ( , )) 0f x yϕ ψ ϕ ψ =
%

, 20 Qψ≤ ≤ ; 

( ( ,0), ( ,0)) 0f x yϕ ϕ = , 
1 2K Kϕ ϕ ϕ≤ ≤ ; 

( ( , ), ( , ),0) ( ( , ), ( , ))s x y s x yϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ= % , * * *( ( , ), ( , ), )s x y t sϕ ψ ϕ ψ = , 

де ( , )
l l lK K Kx yϕ ϕ= , 

l llK KKx x x= = , 
l llK KKy y y= = , 1, 4l = ; 

2 2 2
( , )C C Cx yϕ ϕ= , 

3 3 3
( , )C C Cx yϕ ϕ= ; 

1 1

1 y x
A A

Q dx dyυ υ= − +∫Ñ , 

2 1

2 1 y x
A C

Q Q dx dyυ υ= + − +∫ , 
2

3 2 y x
CA

Q Q dx dyυ υ= + − +∫ . 

Відзначимо, що використання ідей методу квазіконформних відо-
бражень та процедури поетапної фіксації різних характеристик середо-
вища і процесу суттєво спрощує загальну стратегію розчеплення алгори-
тму розв’язання вихідної задачі (представлення його у вигляді блоків, 
що виконуються один за одним циклічно). А саме, за фіксованим розпо-
ділом насиченості s  розв’язуємо задачу на квазіконформне відображен-
ня: будуємо гідродинамічну сітку, характерні лінії розділу течії, знахо-
димо квазіпотенціал φ, витрату та інші невідомі фільтраційні параметри; 
за знайденими фільтраційними характеристиками знаходимо перерозпо-
діл насиченості та перевіряємо умови зупинки процесу обчислень. Одні-
єю з них може бути умова перевищення допустимої частки витісняючої 
рідини в продукції експлуатаційних свердловин. 

Різницевий аналог задачі дослідження багатофазної фільтрації та 
алгоритм її розв’язання будується аналогічно як і в роботах [2—6], шля-
хом введення в області комплексного квазіпотенціалу рівномірної орто-
гональної сітки з вузлами в точках ( , )i jϕ ψ  ( 1,i n= , 1,j m= ), відносно 
якої здійснюється апроксимація рівнянь (1)—(3), наприклад, так [4—6]  

( )2
, 1 2 , 1 , , 1 2 , , 1( ) ( )l i j i j i j i j i j i jk x x k x xγ + + − −− − − +  

1, , , , 1

1 2, 1 2,
0i j i j i j i j

i j i j

x x x x
k k
+ −

+ −

− −
+ − = , 

( )2
, 1 2 , 1 , , 1 2 , , 1( ) ( )l i j i j i j i j i j i jk y y k y yγ + + − −− − − +  

1, , , , 1

1 2, 1 2,
0i j i j i j i j

i j i j

y y y y
k k
+ −

+ −

− −
+ − = , 
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( )
2
,

, , , 1,
,

( ) ( )i j
i j i j i j i j

i j l
s s f s f s

k
τυ

σ ϕ −= − −
∆

) , 

де  

, ( , )i j i jx x ϕ ψ= , , ( , )i j i jy y ϕ ψ= , , 1 ,
, 1 2 2

i j i j
i j

k k
k ±

±

+
= , 

1, ,
1 2, 2

i j i j
i j

k k
k ±

±

+
= , l

l
ϕ

γ
ψ

∆
=

∆
,  

та відповідних їм граничних та початкових умов. З наступним вибором 
кроку по часу, параметрів розбиття області комплексного квазіпотен-
ціалу (що визначають положення вузлів ( , )i jϕ ψ  сітки) та точності 
роботи алгоритму, початкових наближень координат граничних вузлів 
гідродинамічної сітки і початкового наближення координат її внутріш-
ніх вузлів. Після чого знаходимо значення квазіконформних інваріан-
тів. Далі проводимо уточнення координат внутрішніх вузлів гідроди-
намічної сітки шляхом розв’язання відповідних (2) різницевих анало-
гів. Після цього підправляємо граничні вузли за умов фіксації навко-
лишніх граничних та приграничних, використовуючи умови ортогона-
льності, та знаходимо наближення величин витрат (дебітів свердло-
вин). Серед умов завершення алгоритму побудови гідродинамічної 
сітки (відшукання невідомих фільтраційних параметрів, зокрема, поля 
швидкості) на даному ітераційному етапі: є стабілізація витрат; стабілі-
зація граничних вузлів [6] тощо. У випадку невиконання якоїсь із цих 
умов відмічаємо на динамічній сітці ділянки порушення квазіконфор-
мності. Використовуючи поле швидкостей та поле насиченості з попе-
реднього ітераційного кроку за часом (з урахуванням граничної умо-
ви), згідно з різницевим аналогом рівняння (3) знаходимо новий розпо-
діл насиченості у пласті та повторюємо кроки алгоритму. 

Висновок. Числовий метод квазіконформного відображення 
адаптовано для розв’язання задач багатофазної фільтрації в нафтога-
зових пластах, що експлуатуються рядними системами розстановки 
свердловин, зокрема, встановлено особливості формування області 
комплексного квазіпотенціалу в залежності від послідовності введен-
ня умовних розрізів багатозв’язної області фільтрації флюїдів. 
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ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ ПОСТРОЕНИЯ СИСТЕМЫ  
КОНТРОЛЯ ИСТОЧНИКОВ ЭЛЕКТРОПИТАНИЯ 

Рассмотрены вопросы построения и анализа систем кон-
троля (АСК), встроенных во вторичные источники электропи-
тания (ВДЕЖ) постоянного напряжения, особенности АСК 
ВДЕЖ. Описаны алгоритм функционирования АСУ ВДЕЖ. 
Приведены временную диаграмму работы элементов стабили-
зированного преобразователя, защиты и АСК, постановка ку 
задачи построения алгоритма моделирования проверки функ-
ционально-логической работоспособности схемы АСУ ВДЕЖ. 

Ключевые слова: автоматизированные системы кон-
троля, вторичные источники электропитания, техническая 
диагностика. 

Введение. Качество выдаваемой на радиоэлектронную аппаратуру 
энергии вторичными источниками электропитания (ВИЭП) в значитель-
ной мере определяется уровнем защитных устройств, контролирующих 
работу ВИЭП и предотвращающих распространение возникших в ВИЭП 
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