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19. Власюк А. П. Чисельне розв’язування задач консолідації та фільтраційно-
го руйнування грунтів в умовах тепло-масопереносу методом радіальних 
базисних функцій : [монографія] / А. П. Власюк, П. М. Мартинюк. — Рів-
не : Нац. ун-т водн. госп-ва та природокористув., 2010. — 277 с. 

In the article was formulated the statement and carried out the mathe-
matical modelling of problem of stressed and deformed state (SDS) of a 
multi-layered soil masses taking into account the heat and mass transfer at 
presence of a level of subsoil waters. There is obtained the numerical solu-
tion of respective boundary value problem in one-dimensional statement 
by the method of finite differences. As an example, the SDS of a three-
layered soil masses problem has been investigated. Using created software 
a series was conducted of numeral experiments and their analysis. 

Key words: stressed and deformed state, soil masses, level of subsoil 
waters, the heat and mass transfer, method of finite differences. 
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МОДЕЛЮВАННЯ КОЛИВНИХ ПРОЦЕСІВ  
У НАПІВОБМЕЖЕНОМУ КУСКОВО-ОДНОРІДНОМУ 

КЛИНОВИДНОМУ СУЦІЛЬНОМУ ЦИЛІНДРІ 

Методом інтегральних перетворень у поєднанні з методом 
головних розв’язків побудовано точний аналітичний розв’язок 
математичної моделі коливних процесів (гіперболічної крайо-
вої задачі) у напівобмеженому кусково-однорідному клинови-
дному суцільному циліндрі. 

Ключові слова: моделювання, коливний процес, гіперболіч-
не рівняння, початкові та крайові умови, умови спряження, 
інтегральне перетворення, функція впливу, функція Гріна. 

Вступ. Коливні процеси відіграють важливу роль у сучасній ві-
браційній техніці, впливають на міцність і довговічність деталей ма-
шин і механізмів при врахуванні механічних і технологічних умов їх 
експлуатації. Найпростішою математичною моделлю такого процесу 
є добре і давно відоме диференціальне рівняння коливань гіперболіч-
ного типу (хвильове рівняння) 
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де 3∆  — тривимірний оператор Лапласа у відповідній системі коорди-
нат тривимірного евклідового простору, Р  — точка в цьому просторі. 

Зрозуміло, що для адекватного моделювання коливного процесу 
до складу математичної моделі крім хвильового рівняння потрібно 
долучити ще певні початкові та крайові умови. Таким чином, матема-
тичною моделлю процесу є гіперболічна крайова задача математич-
ної фізики [1]. На цей час досить детально вивчено гіперболічні кра-
йові задачі математичної фізики однорідних середовищ. Але у зв’язку 
з широким застосуванням композитних матеріалів у будівництві, те-
хніці, технологіях як математичні моделі виникають крайові задачі 
для диференціальних рівнянь з частинними похідними не тільки в 
однорідних областях, коли коефіцієнти рівнянь є неперервними, але й 
в неоднорідних та кусково-однорідних сердовищах, коли коефіцієнти 
рівння є кусково-неперервними, чи, зокрема, кусково-сталими [2; 3]. 

Окрім методу відокремлення змінних [4] одним з важливих і 
ефективних методів вивчення лінійних крайових задач математичної 
фізики є метод інтегральних перетворень, який дає можливість будувати 
в аналітичному вигляді розв’язки тих чи інших крайових задач через їх 
інтегральне зображення. У той же час, для досить широкого класу задач 
в кусково-однорідних середовищах ефективним виявився метод гібрид-
них інтегральних перетворень, які породжені диференціальними опера-
торами, коли на кожній компоненті зв’язності кусково-однорідного сере-
довища розглядаються або ж різні диференціальні оператори, або ж ди-
ференціальні оператори того ж самого вигляду, але з різними наборами 
коефіцієнтів [5—7]. 

У цій статті, яка є логічним продовженням [8], ми пропонуємо 
точний аналітичний розв’язок математичної моделі коливного 
процесу в напівобмеженому кусково-однорідному клиновидному су-
цільному циліндрі, побудований методом інтегральних і гібридних 
інтегральних перетворень у поєднанні з методом головних розв’язків 
(функцій впливу та функцій Гріна). 

Постановка задачі. Розглянемо задачу про структуру обмеже-
ного на множині 
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розв’язку сепаратної системи диференціальних рівнянь з частинними 
похідними гіперболічного типу 2-го порядку [1] 
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умовами спряження [7]  
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та одними з крайових умов на гранях клина [5] 
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де rja , zja , jа , k
jsα , k

jsβ  — деякі невід'ємні сталі; 
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( )0 , , , ( , , ),sjg t r g t r zϕ  ( , , );sj t r zω  = 1,4; = 1, 1s j n +  —  
задані обмежені неперервні функції;  

1 2 1( , , , ) = { ( , , , ); ( , , , ), ..., ( , , , )}nu t r z u t r z u t r z u t r zϕ ϕ ϕ ϕ+  —  
шукана функція. 

Зауважимо, що:  

1) у випадку 2 0,ja =  рівняння (1) є класичним тривимірним неодно-
рідним хвильовим рівнянням для ортотропного середовища у ци-
ліндричній системі координат;  

2) у випадку 11 0,kα =  11 12 12 21 1 211; 0, 1; , 0;k k k k k kEβ α β α β= = = = =  22 2 ,k kEα ≡  

22 0,kβ =  де 1 2,k kE E  — модулі Юнга, 1,k n= , умови спряження (5) є 
умовами ідеального механічного контакту. 
Таким чином, у зазначених випадках, розглянута задача є мате-

матичною моделлю коливних процесів у напівобмеженому кусково-
однорідному клиновидному суцільному циліндрі. 

Основна частина. Припустимо, що розв’язки гіперболічних кра-
йових задач (1)—(5), (6); (1)—(5), (7); (1)—(5), (8); (1)—(5), (9) існують і 
задані й шукані функції задовольняють умови застосовності залучених 
нижче інтегральних перетворень [5; 7]. Іншими словами, розв’язки розг-
лянутих задач шукаємо у класах двічі неперервно диференційованих за 
змінними ( ), , ,t r zϕ  функцій, для яких існують відповідні прямі та обер-

нені інтегральні перетворення за геометричними змінними ( ), ,r zϕ . 
Побудовані за відомою логічною схемою [6] методом скінчен-

ного інтегрального перетворення Фур’є щодо кутової змінної ϕ  [5], 
інтегрального перетворення Ганкеля 1-го роду щодо радіальної змін-
ної r  [5], та гібридного інтегрального перетворення Фур’є на декар-
товій півосі ( )0 ;l +∞  з n  точками спряження щодо змінної z  [7], 
єдині розв’язки гіперболічних початково-крайових задач (1)—(5), (6); 
(1)—(5), (7); (1)—(5), (8); (1)—(5), (9) визначають функції 

1

,

01

, 1
1 0 0 0

( , , , )

( , , , , , , ) ( , , , )
p

p

j ik

lt Rn

jp ik p
p l

u t r z

E t r z f d d d d
ϕ

ϕ

τ ρ ϕ α ξ τ ρ α ξ σ ρ ξ α ρ τ
−

+

=

=

= − +∑ ∫∫ ∫ ∫
 

1

01
1

,
1 0 0

( , , , , , , ) ( , , )
p

p

lRn

jp ik p p
p l

E t r z g d d d
ϕ

ρ ϕ α ξ ρ α ξ σ ξ α ρ
τ

−

+

=

∂
+ +

∂ ∑ ∫ ∫ ∫  

1

01
2

,
1 0 0

( , , , , , , ) ( , , )
p

p

lRn

jp ik p p
p l

E t r z g d d d
ϕ

ρ ϕ α ξ ρ α ξ σ ξ α ρ
−

+

=

+ +∑ ∫ ∫ ∫  



Математичне та комп’ютерне моделювання 

48 

 
1

1
2 1

,
1 0 0

( , , , , , , )
p

p

lt Rn

rj jp ik p
p l

a Q t r z d d dτ ρ ϕ ξ σ ρ ξ ρ τ
−

=
−

=

+ +∑∫∫ ∫   (10) 

0

, 0
0 0 0

( , , , , , , ) ( , , )
t R

j ikW t r z g d d d
ϕ

τ ρ ϕ α ξ τ ρ α ρ α ρ τ+ − +∫∫ ∫  

( )
0

1

1
2

,
1 0 0

( , , , , , ) , , ;

1, 1; , 1,2.

p

p

ltn

rj jp ik k p
p l

a W t r z d d d

j n i k

ϕ

τ ϕ α ξ θ τ α ξ σ ξ α τ
−

=

=

+ −

= + =

∑∫ ∫ ∫  

У формулах (10) беруть участь головні розв’язки: 
компоненти 
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тангенціальної матриці Гріна (тангенціальні функції), компоненти 
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аплікатної матриці Гріна та компоненти  
( ), ,( , , , , , ) , , , , , ,jp ik jp ikW t r z RE t r R zϕ α ξ ϕ α ξ=  

радіальної матриці Гріна (функції Гріна) відповідних гіперболіч-
них крайових задач, де 
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З використанням властивостей функцій впливу , ( , , , ,jp ikE t r ρ ϕ  

, , )zα ξ , тангенціальних функцій , ( , , , , , , )jp ikQ t r zτ ρ ϕ ξ  і функцій Гріна 

, ( , , , , , )j ikW t r zρ ϕ α , , ( , , , , , )jp ikW t r zϕ α ξ  безпосередньо перевіряється, 

що функції ( ), , , ,j iku t r zϕ  визначені формулами (10), задовольнють 
рівняння (1), початкові умови (2), крайові умови (3), (4), умови спря-
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ження (5) та одну з крайових умов (6)—(9) при відповідних значеннях 
ik  (11, 12, 21, 22) в сенсі теорії узагальнених функцій [9]. 

Єдиність розв’язків (10) випливає із їх структури (інтегрального 
зображення) та єдиності головних розв’язків задачі (функцій впливу, 
тангенціальних функцій та функцій Гріна). 

Зауваження 1. У випадку 0rj zj ja a h= ≡ >  формули (10) визна-
чають структури розв’язків гіперболічних крайових задач в напівоб-
меженому ізотропному кусково-однорідному клиновидному суціль-
ному циліндрі. 

Зауваження 2. Параметр h  дає можливість виділяти із формул 
(10) розв’язки крайових задач у випадках задання на радіальній пове-
рхні r R=  крайових умов 1-го роду ( )h → ∞ , та 2-го роду ( )0h → . 

Зауваження 3. Параметри 0 0
11 11,α β  дають можливість виділяти із 

формул (35) розв’язки крайових задач у випадках задання на поверх-
нях 0z l=  крайової умови 1-го роду ( )0 0

11 110, 1α β= = , 2-го роду 

( )0 0
11 111, 0α β= − =  та 3-го роду ( )0 0

11 111, 0Hα β= − = > . 

Висновки. Методом інтегральних і гібридних інтегральних перет-
ворень Фур’є у поєднанні з методом головних розв’язків (функцій впли-
ву та функцій Гріна) вперше побудовано точний аналітичний розв’язок 
математичної моделі коливних процесів у напівобмеженому кусково-
однорідному клиновидному суцільному циліндрі. Одержані розв’язки 
носять алгоритмічний характер, неперервно залежить від параметрів і 
даних задачі й можуть бути використані як в теоретичних дослідженнях, 
так і в практиці інженерних розрахунків реальних еволюційних процесів, 
які моделюються гіперболічними крайовими задачами (задачі акустики, 
гідродинаміки, теорії коливань механічних систем). 
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УДК 519.2,536.532  

В. О. Єрьоменко, канд. фіз.-мат. наук, 
О. В. Кочан, канд. техн. наук 
Тернопільський національний економічний університет, м. Тернопіль 
ЗАСТОСУВАННЯ РЕГРЕСІЙНОГО АНАЛІЗУ ДЛЯ ПОБУДОВИ 
МОДЕЛІ ДРЕЙФУ ФУНКЦІЇ ПЕРЕТВОРЕННЯ ТЕРМОПАР  

Розглянуто проблеми, що виникають при моделюванні нас-
лідків процесу деградації електродів термопар — похибки часо-
вого дрейфу функції перетворення та похибки від набутої в про-
цесі тривалої експлуатації термоелектричної неоднорідності тер-
моелектродів. Показано, що, при використанні класичного методу 
найменших квадратів (МНК), отримані при умові рівності нулю 
вільного члена оцінки моделей є зміщеними. Оцінки параметрів 
моделей, в яких вільний член не рівний нулю володіють всіма 
властивостями МНК-оцінок, але вони не мають фізичного змісту.  

Ключові слова: метод найменших квадратів, МНК-оцінки 
параметрів моделі, термопари, похибка від часового дрейфу, по-
хибка від набуто термоелектричної неоднорідності.  

Вступ. Для вимірювання температури, особливо у діапазоні 500-
1500 °С, у промисловості та наукових дослідженнях найбільш вжива-
ними давачами є термоелектричні термометри (ТТ), чутливим елеме-
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