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ВПЛИВ МЕТОДІВ ДИСКРЕТИЗАЦІЇ ПЕРЕДАТНИХ  
ФУНКЦІЙ НА РЕАЛІЗАЦІЮ ЦИФРОВИХ СИСТЕМ  

З ОБМЕЖЕНОЮ РОЗРЯДНІСТЮ 

У статті здійснено аналіз впливу методів дискретизації пе-
редатних функцій на синтез і практичну реалізацію цифрових 
систем керування з обмеженою розрядністю. 

Ключові слова: передатна функція, цифрова система ке-
рування, метод дискретизації. 

Постановка проблеми. Ефективність використання цифрових 
систем керування в електромеханіці полягає в тому, що дані системи 
забезпечують високу точність, універсальність і можливість реаліза-
ції складних алгоритмів керування. Саме цифрові керуючі системи є 
найбільш перспективним з точки зору експлуатаційних, енергетич-
них, динамічних характеристик, що необхідні для функціонування 
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певного технологічного комплексу. У зв’язку з цим важливим є дос-
лідження всіх впливів, що можуть спричинити їх некоректну роботу. 

Потрібно відзначити, що однією з малодосліджених проблем у 
цифрових системах керування є вплив на їх поведінку обмеженої ро-
зрядності апаратної частини. 

Суть даної проблеми полягає у тому, що у випадку зменшення 
кроку дискретизації цифрова система керування теоретично мала б 
наближатися за своєю поведінкою до неперервного прототипу. Про-
те, наявність у системі обмеженої розрядності апаратної частини при 
задаванні коефіцієнтів дискретної передатної функції призводить до 
інших, неочікуваних наслідків — зменшення періоду дискретизації 
викликає відхилення у поведінці отриманої цифрової системи порів-
няно з неперервним прототипом [1]. 

Задачею досліджень є аналіз впливу методів дискретизації пе-
редатних функцій на поведінку цифрових систем керування з обме-
женою розрядністю, що здійснюється з метою пошуку шляхів вирі-
шення проблеми впливу обмеженої розрядності даних на практичну 
реалізацію цифрових систем керування. 

Аналіз досліджень і публікацій. Пояснення явища відхилення у 
поведінці цифрової системи порівняно з неперервним прототипом 
можна отримати з робіт [2–4], в яких показано, що поліноми з крат-
ними чи близькими коренями є дуже чутливими до похибок у зада-
ванні коефіцієнтів поліномів. Як наслідок, у цифрових системах ке-
рування зменшення кроку дискретизації призводить до переміщення 
всіх нулів і полюсів їхньої дискретної передатної функції до одини-
ці — тобто, всі корені поліномів чисельника і знаменника стають ду-
же близькими, внаслідок чого поліноми стають погано обумовленими 
і, як результат, чутливими до точності задавання коефіцієнтів. 

У роботі [1] показано, що для зменшення впливу обмеженої роз-
рядності даних у цифрових системах необхідно використовувати по-
дання дискретної передавальної функції системи у формі нулів і по-
люсів. Також встановлено залежність між розрядністю апаратної час-
тини цифрових систем та мінімально допустимим з умов реалізації 
кроком дискретизації. Показано, що у цифрових системах з обмеже-
ною розрядністю існує мінімальний крок дискретизації, для якого 
виконується умова стійкості дискретної системи [5]. 

У випадку, коли необхідно знайти наближене значення кореня 
поліному будь-яким числовим методом, спочатку потрібно дати оці-
нку точності розрахунків — кількості значущих цифр проміжних ре-
зультатів для гарантованої достовірності отриманих результатів. 

Принциповим результатом є теорема про неперервну залежність 
коренів поліному від його коефіцієнтів — число дійсних коренів не змі-
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ниться за малих варіацій його коефіцієнтів. Як наслідок, дійсний корінь 
поліному з дійсними коефіцієнтами не може «зійти» з дійсної осі, поки 
не зіткнеться з іншим дійсним коренем, тобто не стане кратним [6]. 

Незважаючи на вищезазначені рекомендації, проблема впливу 
обмеженої розрядності даних, яка значною мірою впливає на синтез і 
практичну реалізацію цифрових систем, остаточно не вирішена і пот-
ребує подальших досліджень з точки зору як теорії синтезу цифрових 
систем, так і з точки зору прикладної математики. 

Теоретичні відомості. Синтез цифрових систем керування, як 
правило, базується на дискретизації неперервного прототипу [7; 8]. 
Найпопулярнішими методами дискретизації під час синтезу цифро-
вих систем керування є: 

 підстановка Тастіна (Tustin's method); 
 метод відповідності нулів та полюсів (the correspondence of zeroes 

and poles); 
 використання фіксатора нульового/першого порядку (Zero-Order 

Hold — ZOH, First-Order Hold — FOH). 

Потрібно відзначити, що використання даних методів дає змогу 
отримати прості ефективні реалізації цифрових систем керування.  

Експериментальні дослідження. Метою проведених дослі-
джень було вивчення впливу вищезазначених методів дискретизації 
передатних функцій на синтез і практичну реалізацію цифрових сис-
тем керування на пристроях з обмеженою розрядністю. 

Об'єктом досліджень був вибраний доволі простий тестовий ди-
намічний об'єкт з двома парами комплексно-спряжених полюсів: 

p1, 2 = 1 ± j; 
p3, 4 = 3 ± 3j, 

результуюча передатна функція якого має вигляд: 

4 3 2

36
( )

8 32 48 36
W s

s s s s


   
. 

Спрощенню задачі аналізу сприяє використання основної теоре-
ми алгебри (відомої також як теорема розкладення Хевісайда) — 
будь-яку правильну дробово-раціональну функцію (у нашому випад-
ку — передатну функцію) можна розкласти на елементарні складові 
не вище другого порядку (відповідають нульовим і дійсним полюсам 
та парам комплексно-спряжених полюсів).  

Подальші дослідження проводились двома способами: 

1) без розкладання неперервної передатної функції на елементарні 
складові (без використання декомпозиції); 

2) з використанням розкладання неперервної передатної функції на 
елементарні складові (з використанням декомпозиції). 
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На першому етапі відповідні дискретні передатні функції дослі-
джуваних цифрових систем були синтезовані згаданими методами 
без використання декомпозиції неперервної передатної функції (на-
приклад, використанням математичного застосунку Mathcad чи засо-
бів Control Systems Toolbox середовища MATLAB) і, відповідно, ма-
ють такий вигляд (коефіцієнти передатних функцій залежать від кро-
ку та застосованого методу дискретизації): 

 отримана підстановкою Тастіна 
1 2 1

1

z

s z





 дискретна передатна 

функція як відношення поліномів чисельника і знаменника: 
4 3 2

4 3 2 1 0
4 3 2

3 2 1 0

( )a
b z b z b z b z b

W z
z a z a z a z a

   


   
; 

 отримана методом відображення нулів/полюсів дискретна переда-
тна функція як відношення поліномів чисельника і знаменника: 

* 2

4 * 3 * 2 * *
3 2 1 0

( ) d
b

K z
W z

z a z a z a z a


   
; 

 отримана методом використання фіксатора нульового порядку 
дискретна передатна функція: 

' 3 ' 2 ' '
3 2 1 0

4 ' 3 ' 2 ' '
3 2 1 0

( )c
b z b z b z b

W z
z a z a z a z a

  


   
; 

 отримана методом використання фіксатора першого порядку 
дискретна передатна функція: 

4 3 2
4 3 2 1 0

4 3 2
3 2 1 0

( )d
b z b z b z b z b

W z
z a z a z a z a

    

   

   


   
. 

Аналіз поведінки отриманих цифрових систем досліджувався 
для кроків дискретизації τ = 1; 0.3; 0.1; 0.03; 0.01 с. Інструментом для 
досліджень було середовище імітаційного моделювання Simulink ма-
тематичного застосунку MATLAB. 

Комп’ютерна модель досліджень без декомпозиції неперервної 
передатної функції на елементарні складові у середовищі MATLAB 
показана на рис. 1. Потрібно відзначити, що у дослідженнях коефіці-
єнти поліномів чисельника і знаменника дискретних передатних фун-
кцій записувалися з точністю чотирьох десяткових цифр. 

Відповідно до результатів експерименту при представленні дискре-
тної передатної функції цифрової системи керування класичною переда-
тною функцією без використання декомпозиції при кроці дискретизації 
τ = 1; 0.3 c система керування є стійкою (рис. 2), а при кроці дискретиза-
ції меншому за 0.1 с система керування стає нестійкою (рис. 3, 4).  
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Таким чином, у випадку задавання коефіцієнтів дискретних переда-
тних функцій чотирма десятковими цифрами для забезпечення працез-
датності досліджуваної цифрової системи керування, синтезованої ви-
щезгаданими методами без розкладу неперервної передатної функції на 
елементарні складові, крок дискретизації повинен бути більшим за 0.1 с. 

ZP

ZOH

0.001614z  +0.0276z  +0.04623z  +0.01223z+0.00032444 3 2

z  -1.921z  +1.43z  -0.5114z+0.090724 3 2

Wd

0.007397z  +0.0489z  +0.02995z+0.0017423 2

z  -1.921z  +1.43z  -0.5114z+0.090724 3 2

Wc

0.08799z  2

z  -1.921z  +1.43z  -0.5114z+0.090724 3 2

Wb

0.005879z  +0.02351z  +0.03527z  +0.02351z+0.0058794 3 2

z  -1.936z  +1.506z  -0.5971z+0.12144 3 2

Wa

Tustin

FOH

1

Constant

 
Рис. 1. Комп’ютерна модель досліджень без декомпозиції  
неперервної передатної функції на елементарні складові 
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Рис. 2. Перехідні характеристики цифрових систем без декомпозиції  
неперервної передатної функції на елементарні складові при τ = 0.3 с  
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Рис. 3. Перехідні характеристики цифрових систем без декомпозиції 
 неперервної передатної функції на елементарні складові при τ = 0.1 с  
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Рис. 4. Перехідні характеристики цифрових систем без декомпозиції  
неперервної передатної функції на елементарні складові при τ = 0.03 с  

Відповідні дискретні передатні функції досліджуваної системи бу-
ли синтезовані згаданими методами також і з використанням декомпо-
зиції неперервної передатної функції (коефіцієнти поданих передатних 
функцій залежать від кроку та застосованого методу дискретизації): 

 отримана підстановкою Тастіна дискретна передатна функція: 
2 2

2 1 0 2 1 0
2 2

1 0 1 0

( )a
b z b z b c z c z c

W z
z a z a z d z d

   
 

   
; 

 отримана методом відображення нулів/полюсів дискретна переда-
тна функція: 

* * * *
1 0 1 0

2 * * 2 * *
1 0 1 0

( )b
b z b с z с

W z
z a z a z d z d

 
 

   
; 
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 отримана методом використання фіксатора нульового порядку 
дискретна передатна функція: 

' 2 ' ' ' 2 ' '
2 1 0 2 1 0

2 ' ' 2 ' '
1 0 1 0

( )b
b z b z b c z c z c

W z
z a z a z d z d

   
 

   
; 

 отримана методом використання фіксатора першого порядку дис-
кретна передатна функція: 

2 2
2 1 0 2 1 0

2 2
1 0 1 0

( )d
b z b z b c z c z c

W z
z a z a z d z d

     

   

   
 

   
. 

Аналіз поведінки отриманих цифрових систем досліджувався 
для кроків дискретизації τ = 1; 0.3; 0.1; 0.03; 0.01; 0.003 с. Комп’ю-
терна модель досліджень з використанням розкладу неперервної пе-
редатної функції на елементарні складові у середовищі MATLAB 
показана на рис. 5. 

При представленні дискретної передатної функції досліджуваної 
системи класичною передатною функцією з 4-значною точністю кое-
фіцієнтів і використанням розкладу неперервної передатної функції 
на елементарні складові при кроках дискретизації τ = 1; 0.3 с отрима-
ні цифрові системи є стійкими. 

Завдяки використанню декомпозиції неперервної системи при 
кроках дискретизації τ = 0.03; 0,01 с дискретні системи також зали-
шаються стійкими (рис. 6, 7), проте у випадку подальшого зменшен-
ня кроку дискретизації при τ = 0.003 с цифрові системи, синтезовані 
згаданими методами з використання декомпозиції неперервної пере-
датної функції, стають вже нестійкими (рис. 8). 
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Рис. 5. Комп’ютерна модель досліджень з використанням розкладу  

неперервної передатної функції на елементарні складові 
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Рис. 6. Перехідні характеристики цифрових систем з використанням  

розкладу неперервної передатної функції на елементарні складові при τ = 0.03 с  
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Рис. 7. Перехідні характеристики цифрових систем з використанням  

розкладу неперервної передатної функції на елементарні складові при τ = 0.01 с  
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Рис. 8. Перехідні характеристики цифрових систем з використанням  

розкладу неперервної передатної функції на елементарні складові при τ = 0.003 с  
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Висновки. Аналіз впливу методів дискретизації передатних фу-
нкцій на поведінку цифрових систем керування з обмеженою розряд-
ністю підтвердив важливість досліджень проблеми впливу обмеженої 
розрядності апаратної частини на практичну реалізацію цифрових 
систем керування. 

У результаті проведених досліджень встановлено, що викорис-
тання декомпозиції неперервної передатної функції на елементарні 
складові з подальшим синтезом на їх основі цифрових систем керу-
вання дає змогу зменшити вплив обмеженої розрядності апаратної 
частини та дає змогу розширити межі допустимих для стабільної ро-
боти цифрових систем кроків дискретизації. 
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