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Предложены математические модели класса аномальных диф-
фузионных процессов, характеризующихся выраженной неста-
ционарностью коэффициентов при производных. Модели пред-
ставлены в виде вариационных неравенств с соответствующими 
начальными и граничными условиями. Корректность моделей 
обоснована строгим доказательством существования и единстве-
нности решения образующих их (модели) выражений. 
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Введение. Решение задач качественного и количественного ис-
следования аномальных диффузионных процессов возможно на ос-
нове адекватного их математического описания. В работе [1] выпол-
нена и обоснована следующая классификация аномальных диффузи-
онных процессов: 

 преимущественная направленность проводимости границы (фак-
торы, действующие на границе   области   развития системы 
«диффундирующий агент ― физическая среда» препятствуют вы-
ходу диффундирующего агента за пределы занимаемой области 
 , но не препятствуют возможности проникновения диффунди-
рующего агента внутрь области  ); 

 эволюционное ограничение на функцию состояния (факторы, воздей-
ствующие на систему «диффундирующий агент ― физическая сре-
да», либо физико-химические свойства диффундирующего агента, 
обусловливают формирование ограничения  maxu z  на функцию со-

стояния процесса  ,u t z  вида    max ,u z u t z ); 

 аномальная предельность значения функции состояния (влияние 
факторов, действующих на систему «диффундирующий агент ― 
физическая среда», сводятся к тому, что изменение функции со-
стояния физического процесса  ,u t z  начинается только после 

достижения ней некоторого порогового значения  прu z  и, пока 

соблюдается условие    ,прu z u t z , развитие процесса внутри 
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области   ― невозможно, причем это состояние может сохра-
няться сколь угодно долго). 

Кроме того, в работе [1] доказано, что адекватные математиче-
ские модели (ММ) аномальных диффузионных процессов могут быть 
построены на основе вариационных неравенств. В работах [2, 3] вы-
полнены систематические исследования аномальных диффузионных 
процессов и предложены стационарные и динамические ММ типич-
ных случаев аномальных диффузионных процессов в виде вариаци-
онных неравенств. Причем, данные ММ, были предложены для слу-
чаев постоянных (или зависящих от пространственных переменных) 
и нелинейных (зависящих от искомых функций) коэффициентов при 
производных. Однако, в ряде важных для практики условий протека-
ния аномальных диффузионных процессов, коэффициенты ММ могут 
носить выраженный нестационарный характер. Нестационарные ус-
ловия протекания аномальных диффузионных процессов могут вы-
звать, в частности, явления «старения» (прогрессирующее изменение 
концентрации легколетучих реагентов коллоидных смесей под дейст-
вием температуры) или «износа» (изменение интенсивности загряз-
нения вследствие уменьшения интенсивности источника). Также к 
нестационарности протекания аномального диффузионного процесса 
могут привести флуктуации физико-химических свойств среды его 
протекания (просыхание грунта приводит к изменению его пористо-
сти при исследовании движения грунтовых вод). 

Цель работы. Разработка ММ для класса аномальных диффузи-
онных процессов с выраженной нестационарностью коэффициен-
тов при производных. 

Основная часть. Дальнейшие исследования будем проводить, опи-
раясь на классификацию аномальных диффузионных процессов, приве-
денную выше (предложенную в [1]). Причем, с учетом сделанных заме-
чаний, ММ будем строить на основе аппарата вариационных неравенств. 

1. Эффект преимущественной проводимости границы (на при-
мере фильтрации аномальной жидкости) наблюдается в нефтяных пла-
стах с включением «застойных зон» (или целиков) [4]. Целик может рас-
сматриваться как область с границей, характеризующейся односторон-
ней проводимостью. Будем рассматривать случай, когда для целика име-
ет место зависимость  , внu t z u , где  ,u u t z  ― нестационарная 

функция давления нефти внутри целика, динамика которой определяется 
действием нестационарной функции ( , )f t z , а ’внu C const   ― дав-

ление вне целика, в основной зоне пласта. В данной постановке граница 
целика   выступает как мембрана с односторонней проводимостью, 
препятствующая проникновению жидкости из целика вне него. Если 
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будет выполняться условие ( , ) внu t z u , то граница   (или ее часть) 

открывается, и нефть может покинуть зону целика. 
Пусть   ― открытая ограниченная область в n  с границей   

(для плоского случая 1, 2n  ), задающая геометрию целика, а 

     ― задает замыкание  . 

Искомая функция  ,u u t z  предполагается гармонической 

функцией в  , непрерывная на   и такой, что является решением 
уравнения 
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где   ― нормаль к границе  . 
Условие (2) соответствует случаю, когда граница   целика за-

крыта, и фильтрационное движение нефти из области целика отсут-
ствует. Условие (3) соответствует случаю, когда граница   целика 
(или ее часть) открывается и не препятствует фильтрационному дви-
жению нефти за пределы области целика. 

Введем в рассмотрение пробную функцию  ,v v t z , опреде-

ленную на соболевском пространстве 1( )H  . Умножим скалярно (2) 

на    , ,v t z u t z    и, воспользовавшись формулой Грина, получим 
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 (4) 

для любой  , 0v v t z   на  . 

Таким образом, в качестве выпуклого множества K  допусти-
мых функций может быть выбрано множество неотрицательных v  
таких, что 

    1, ( ) , 0K v t z H v t z     п.в. на  . 

Из (2) и (3) соответственно следует, что  
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где   ― пропускная способность границы  . 

Введем замену переменной  ,v v t z  на  ,v v t z     и, с уче-

том (5) и (6), перепишем (4) в виде 
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Определим билинейную форму 
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и функционалы 
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Тогда окончательно запишем вариационное неравенство с неста-
ционарными коэффициентами, описывающее эволюционный процесс 
реологии аномальной жидкости (жидкость внутри области   совершает 
нестационарное движение) с односторонней проводимостью границы  
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          , , , , , , ,a t u t z v t z u t z j v t z j u t z                (10) 

    , , ( , ) ( , ) , .m t z f v t z u t z v K     

Таким образом, задача определения функции давления внутри 
целика приведена к постановке в виде вариационного неравенства.  
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2. Процессы с эволюционным ограничением на функцию со-
стояния. На примере водонапорного режима разработки нефтяного 
пласта предложим ММ процессов с эволюционным ограничением на 
функцию состояния. Решение задачи в данном случае сводится к 
отысканию функции водонасыщенности ( , )S t z  заводненного пласта. 

Водонапорный режим разработки реализуется при вскрытии 
нефтеносного пласта системой добывающих (продуктивных) и на-
гнетательных скважин. Необходимое внутрипластовое давление соз-
дается путем закачки воды в нагнетательную скважину и одновре-
менно происходит постепенное заводнение пласта, т.е. замена в по-
ровом пространстве нефти водой. Процесс заводнения нефтяного 
плата развивается от нагнетательной скважины к продуктивной. Осо-
бенность рассматриваемого процесса является то, что искомая не-
стационарная функция водонасыщенности ( , )S t z  в ходе эволюции 
физического явления при 0t  , не может превысить некоторого пре-
дела max( , )S t z S  (в относительном выражении задаваемого соот-

ношением max 1S  ), т.е. характеризуется эволюционной ограниченно-

стью. Динамика ( , )S t z  определяется действием внешней нестацио-

нарной вынуждающей функции ( , )f t z . 

Необходимо отыскать функцию водонасыщенности ( , )S t z , оп-
ределяющую пространство состояния заводненной части пласта, и 
которая характеризуется ограниченностью max( , )S t z S , 0 t   . 

Пусть   ― открытая плоская ограниченная область в 
, 2n n   с границей  , представляющая собой заводненную часть 

пласта. Характеристики пористой среды задаются нестационарными 
коэффициентами: проницаемостью ( , )k t z  и пористостью  ,m t z , а 

пластовое и капиллярное давления ― соответственно нестационар-
ными функциями ( , )u t z  и ( )cu S . Относительно функции ( , )S t z  
примем нестационарную форму известного дифференциального 
уравнения, описывающего динамику функции водонасыщенности [5] 
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 ( , )f t z  ― задана в   (11) 

с начальным условием  
 0(0, ) ( )S z S z  (12) 
и граничными условиями в виде неравенств (в виду эволюционной 
ограниченности функции ( , )S t z ) 
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где   ― нормаль к границе  . 

Введем в рассмотрение пробную нестационарную функцию 

 ,v t z ,    , , , 0v t z K K v t z v     п. в. в  . Скалярно умно-

жим (11) на    , ,v t z S t z    и, применив формулу Грина, получим 

       
,

, , , ,
S t z

m t z v t z S t z
t

 
  

  
 

          
1

, ,,
,

n
c

i ii

v t z S t zd u S S t z
k t z dz

d S z z

         
   

  

        2

2
1

, ,,
,

n

ii i

v t z S t zu t z
k t z dz

zz

        
  

  

 
            

 

,
, , , , , , , ,

, , .

S t z
f t z v t z S t z v t z S t z d

v t z S K



 
             

 

  

Выполним замену переменной  ,v t z  на  ,v t z   , в результа-

те чего получим 

     , , , ,
S

m t z v t z S t z
t

       
 

    
1

( )
,

n
c

i ii

d u S S v S
k t z dz

d S z z

        
   

  

      
2

2
1

,
, ,

n

i i

u t z
k t z v t z dz

z


 


  (15) 

             
2

2
1

,
, , , , , , ,

n

i i

u t z
k t z S t z dz f t z v t z S t z

z


    

  

   , , ,v t z S t z K . 

Определим билинейную форму 
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      

         
1

, , , , ,

, ,,
,

n
c

i ii

a t S t z v t z S t z

v t z S t zd u S S t z
k t z dz

d S z z

   

        
   


 (16) 

и функционалы 

        
2

2
1

,
, , ,

n

i i

u t z
j v t z k t z v t z dz

z


    

 , (17) 

        
2

2
1

,
, , ,

n

i i

u t z
j S t z k t z S t z dz

z


    

 , (18) 

Тогда приходим к следующему нестационарному вариационно-
му неравенству 

 , :S t z K        
,

, , , ,
S t z

m t z v t z S t z
t

        
 

           , , , , , , ,a t S t z v t z S t z j v t z j S t z                (19) 

        , , , , , ,f t z v t z S t z v t z K      . 

Вариационное неравенство (19) является ММ динамики процес-
сов с эволюционным ограничением на функцию состояния с выра-
женной нестационарностью коэффициентов при производных. 

3. Процессы с аномальной предельностью значений функции 
состояния. В качестве типичного примера процесса с аномальной 
предельностью значений функции состояния можно рассмотреть 
процесс фильтрации высокопарафинистых нефтей, характеризую-
щихся вязко-пластическим реологическим поведением [1]. 

Фильтрационное нестационарное движение данных нефтей 
возможно лишь при условии достижения внутрипластовым давлени-
ем ( , )u t z  некоторого порогового значения G  ― предельного гради-

ента. При этом равенство  ( , )grad u t z G  рассматривается как ус-

ловие предельного равновесия [4], а фильтрация нефти обеспечивает-

ся только при выполнении условия  ( , )grad u t z G . 

В процессах такого типа рассмотрим определение поля внутри-
пластового давления ( , )u t z  нефтяного пласта, в котором осуществ-
ляется нестационарное фильтрационное движение нефти под дейст-
вием нестационарной вынуждающей функции ( , )f t z . Область   
фильтрации представляет собой открытую ограниченную область из 

, 1, 2n n   с границей  . 
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Представим изменение давления высокопарафинистых нефтей в 
n -мерной пространственной области  , используя при этом извест-
ное уравнение [4], приняв в нем, однако, нестационарную форму ко-
эффициентов и вынуждающей функции 

 
1

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

n

i ii

u t z u t z
m t z k t z G f t z

t z z

   
      
  (20) 

с граничными условиями  

  ( , )
0, ( , ) 0,

u t z
grad u t z




 


 (21) 

  ( , )
0, ( , ) 0

u t z
grad u t z




 


 (22) 

и начальным условием 
 0(0, ) ( )u z u z , (23) 

где ( , )m t z  и ( , )k t z  ― нестационарные распределенные коэффици-
енты, представляющие собой пористость и проницаемость среды в 
точке z  области  , соответственно; ( , )f t z  ― нестационарная вы-
нуждающая функция, представляющая собой дебит нефти среды в 
точке z  области  ; 0 ( )u z  ― начальное поле давлений;   ― нор-
маль к границе  . 

Введем в рассмотрение нестационарную пробную функцию 

  1, ( )v t z H   и замкнутое множество допустимых функций K   

  , 0v t z v  п.в. в  . Скалярно умножим (20) на    , ,v t z u t z    

и, применив формулу Грина, получим 

       
,

, , , ,
u t z

m t z v t z u t z
t

        
 

       
   

1

, ,,
, , , ,

n

i ii

v t z u t zu t z
k t z G v t z u t z dz

z z

                
  (24) 

            ,
, , , , , , ,

u t z
v t z u t z d f t z v t z u t z



               


 ,v t z K  . 

На основании вышеприведенного условия предельного равнове-
сия преобразуем (24) к виду 

       
,

, , , ,
u t z

m t z v t z u t z
t

        
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       
1

, ,,
,

n

i ii

v t z u t zu t z
k t z dz

z z

        
   

  

    , ,grad v t z dz grad u t z dz
 

           (25) 

 
            ,

, , , , , , ,
u t z

v t z u t z d f t z v t z u t z


               
 , 

 ,v t z K  .  

Введя билинейную форму 

 

      

       
1

, , , , ,

, ,,
,

n

i ii

a t u t z v t z u t z

v t z u t zu t z
k t z dz

z z

   

       
   


 (26) 

и функционалы 

    , ,j v t z grad v t z dz


       , (27) 

    , ,j u t z grad u t z dz


        (28) 

окончательно приходим к эволюционному вариационному неравенству 

 , :u t z K        
,

, , , ,
u t z

m t z v t z u t z
t

        
 

           , , , , , , ,a t u t z v t z u t z j v t z j u t z                (29) 

        , , , , , ,f t z v t z u t z v t z K      ,  

которое, очевидно, моделирует динамику процессов с аномальной 
предельностью значений функции состояния при выраженной неста-
ционарности коэффициентов при производных. 

Единственность решений вариационных задач вида (8), (2), (3); 
(19), (12)–(14); (29), (21)–(23) доказана, и основывается на свойстве 
коэрцитивности билинейных форм (7), (16), (23) и непрерывности 
функционалов (8), (9), (17), (18), (27), (28). 

Вывод. Теоретически получены ММ аномальных диффузион-
ных процессов при выраженной нестационарности коэффициентов 
при производных для которых (моделей) строго доказано существо-
вание и единственность решения. 
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