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The expressions for determining the coefficients of sliding and expenses 
when filtering Newtonian and non-Newtonian carbonated liquids in a porous 
medium in the subcritical region. Shows the consistency of the theoretical stud-
ies when comparing them with the results of practical calculations. 
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МОДЕЛЮВАННЯ СТАЦІОНАРНОЇ  
ФІЛЬТРАЦІЇ НЕНЬЮТОНІВСЬКИХ РІДИН  

У НЕОДНОРІДНОМУ СЕРЕДОВИЩІ 

Розглянуто можливості застосування параметрів ефектив-
ної проникності та ефективної в’язкості в математичних моде-
лях процесів фільтрації неньютонівських рідин в однорідних 
та слоїсто-неоднорідних пористих середовищах. Теоретично 
отримано залежності, які описують плин неньютонівських рі-
дин за умови введення ефективних проникності та в’язкості, а 
також експериментально підтверджено вид цих залежностей. 

Ключові слова: математична модель; фільтрація в пори-
стому середовищі; неньютонівські рідини; проникність пори-
стого середовища; в’язкість рідини, що фільтрується. 

Вступ. Як відомо [1; 2], для неньютонівських (або ― аномальних 
[3]) рідин приймається степеневий закон фільтрації, одначе, в рамках 
степеневого закону описати отримані S-подібні криві не вдається [4–6]. 
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Строго кажучи, ця задача повинна розв’язуватися з урахуванням масоо-
бміну між шарами різної проникності, одначе отримати прості аналітич-
ні розв’язки для практичних розрахунків, навіть при лінійному законі 
фільтрації в кожному шарі слоїсто-неоднорідного пласту досить склад-
но [7]. Разом з тим в теорії фільтрації нелінійні ефекти (які пов’язано з 
неоднорідністю середовища або рідини) враховуються квазігомогеніза-
цією [8; 9], наприклад, введенням ефективної проникності. 

Мета роботи. Покажемо можливість опису стаціонарної фільт-
рації неньютоніської рідини в неоднорідних пористих середовищах 
введенням ефективних проникності або в’язкості. 

Основна частина. У подальшому дослідимо можливість вве-
дення ефективних параметрів пористого середовища. 

1. Введення ефективної проникності. Не порушуючи загальнос-
ті, розглянемо фільтрацію в циліндричній трубці довжиною l , запов-
неній пористим середовищем, причому фільтрацію зумовлено перепа-
дом тиску 1 0P P P   . Тоді, відповідно до закону Дарсі [10; 11] 

 
k dP

v
dx

  , (1) 

де k  ― проникність пористого середовища,   ― в’язкість рідини. 
Як показали експеримент з фільтрації неньютоніських рідин в одно-
рідному та неоднорідному пористих середовищах [5; 6] ефективна 
проникність при постійній в’язкості (  min max 2    ) в значній 

мірі залежить від перепаду тиску. У тих самих літературних джерелах 
вказано, що залежність ефективної проникності від перепаду тиску 
(розглядалася ділянка не ньютонівського плину) в однорідному пори-
стому середовищі описується лінійною функцією (прямою), а у слої-
сто-неоднорідному (або мікронеоднорідному) середовищі ― неліній-
ною функцією (квадратним тричленом). Вочевидь, більш складні за-
лежності можуть бути описані поліномами більш високих ступенів. 

Тоді, приймаючи наприклад, тиск на виході трубки (як в експе-
риментах [4–6]) постійним, можна представити ефективну проник-
ність як функцію тиску у вигляді 

    2
1 1 0 2 1 0 3ak a P P a P P a     , (2) 

де 1 2 3, ,a a a  ― сталі коефіцієнти. 
Рівняння збереження маси для стаціонарного плину при припу-

щенні постійності пористості представимо у вигляді 

 
 

0
d v

dx


 , (3) 

де   ― густина рідини, яка фільтрується. 
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Стискуваність рідини будемо вважати малою, в лінійному (так 
званому акустичному [1]) наближенні. Таким чином, приймаємо 
  2

1 0 1 0P P c     , (4) 

де c ― швидкість звуку в рідині. 
У відповідності до (3) об’ємна витрата Q через площу попереч-

ного перетину F відповідно системі рівнянь (1)–(4) визначається 
співвідношенням 

    1 00 1
1 02 2

0 00

1
P

ak P PP PQl
d P P

F c c  

   
     

 
 . (5) 

Приймаючи наступні безрозмірні параметри: 

 
  20 0 0

2 1 1 1 0
0

2
1 0 0

0 0

; ;

; ,

a
PQ

Q k P k k P k P k
F P l

P P c
P m

P P

 




    


 

 (6) 

де 0 1 2, ,k k k  ― сталі коефіцієнти, та, підставляючи (6) в (5), отри-
маємо 

  
0

1
P P

Q k P dP
m

  
  

 
 , (7) 

де 1

0

P
P

P


  . Враховуючи, що для реальних значень 410m  , приве-

демо (7) до виду: 

 3 22 1
03 2

k k
Q P P k P      . (8) 

Для кубічної параболи виду (8) легко розрахувати точку переги-
ну з координатами 0Q  та 0P , а саме: 

1
0

22

k
P

k
   ; 

2
1 1

0 0
2 22 6

k k
Q k

k k

 
   

 
, 

тобто при 2 0k  , 1 0k   та 
2

1
0

26

k
k

k
  залежність  P f Q   має S-

подібний характер з додатними координатами точки перегину. Поз-
начаючи 0 0 2n k k , з (8) отримаємо: 

 
3

2
0 1 0 1

2 3

Q P
P P n P

k


     . (9) 

На рис. 1 при 0 0,5P   та різних 0n  наведено залежності 

 1P f Q  , де    1 1
1 2 2

max
Q Q k Q k  , обчислені по (9), які при 
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0 0, 275 0,5n    добре описують експериментальні дані з фільтрації 
не ньютонівських рідин в неоднорідних пористих середовищах. Слід 
зазначити, що при 2 0k   та 1 0k   S-подібний характер будуть мати 

вже залежності  Q P  . 

Приймаючи в (6) 2 0k   (тобто не враховуючи квадратичний 
член) з (7) отримаємо 

 
2

1
1 1

1 2

PQ
n P

k


   , (10) 

де 1 0 1n k k . 

На рис. 2 при різних 1n  наведено залежності  2P f Q  , де 

   1 1
2 1 1

max
Q Q k Q k  , обчислені по (10), які описують експеримен-

тальні дані з фільтрації неньютонівських рідин в однорідному пористому 
середовищі при 1 0,04 0,5n      1 0k  . Слід зазначити, що при 

1 0k   залежність  P f Q   має характер зростання без насиченості. 

 

Рис. 1. Залежність  1P f Q  , обчислена за виразом (9)  

 

Рис. 2. Залежність  2P f Q  , обчислена за виразом (10) 
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2. Введення ефективної в’язкості. Отримані вище розв’язки ма-
ють той недолік, що вони описують експериментальні дані в обмежено-
му інтервалі значень визначаючих параметрів. Це властиво рівнянням в 
поліноміальній формі (див. рис. 1 та рис. 2). У низці відносно нових ро-
біт [12; 13] для опису законів фільтрації неньютонівських рідин вводить-
ся залежність в’язкості від швидкості зсуву і, відповідно, від швидкості 
фільтрації при постійній проникності пористого середовища. Очевидно, 
що отримані розв’язки приводять до раніше розглянутих випадків. 

Для усунення цих недоліків в рівнянні (1) приймемо проник-
ність k  постійною, а в’язкість   ― залежною від перепаду тиску. 
Як видно з рис. 3 та рис. 4, експериментальна залежність ефективної 
в’язкості від перепаду тиску (розглядається ділянка неньютонівсько-
го плину) в однорідному пористому середовищі описується прямою, 
а в слоїсто-неоднорідному та мікронеоднорідному середовищі ― 
квадратним тричленом (також вочевидь, більш складні залежності 
можуть бути описані поліномами більш високих ступенів). 

 
Рис. 3. Залежність експериментальної в’язкості  

від перепаду тиску в однорідному пористому середовищі 

 
Рис. 4. Залежність експериментальної в’язкості  

від перепаду тиску в слоїсто-неоднорідному середовищі 

Тоді, приймаючи, наприклад, тиск на виході зразка (як і в експе-
риментах) постійними, можемо представити ефективну в’язкість як 
функцію диску у вигляді 
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    2
1 1 0 2 1 0 3a b P P b P P b      , (11) 

де 1 2 3, ,b b b  ― сталі коефіцієнти. 
Приймаючи рівняння збереження маси для стаціонарного плину 

у вигляді (3) та вважаючи, що рідина є такою, яка мало стискається, в 
лінійному (акустичному) наближенні, використовуємо рівняння (4). 
Розв’язуючи спільно рівняння (1), (3) та (4) при умові (11), для 
об’ємної витрати рідини отримаємо 

 
   0 1

1 02 2
1 00 00

1
P

a

P PQl k
d P P

F P Pc c  

  
       
 , (12) 

де k  ― абсолютна проникність пористого середовища. 
Приймаючи наступні безрозмірні параметри: 

 
2

20 1 0 0
1 1

0 0 00 0

; ; ; ,a l P P cQ
Q P aP bP s P m

F P P Pk P

  





        (13) 

де , ,a b s  ― сталі коефіцієнти, з (12) отримаємо 

 
 0

1
P P d P

Q
m P

  
  

 
 . (14) 

Після очевидних перетворень та враховуючи, що 410m  , при 
2 4 0b as   з (14) отримаємо 

 
   

2

2 2 2

2 exp 4 1

4 1 exp 4 1 exp 4

s Q b as
P

b as Q b as b Q b as

     
              

. (15) 

Крива, яку описує (15), має точку перегину з координатами 0Q  

та 0P . При цьому 
2

0
2 2

41
ln

4 4

b b a s
Q

b a s b b a s

 


  
; 0 2P b a   , 

тобто при 0s  , 0b   та 0a   залежність  P f Q   має S-подіб-

ний характер з додатними координатами перегину. 
Приймаючи в (13) 0a   (тобто без врахування квадратичного 

члена), з (14) получимо 

 
 exp 1s bQ

P
b

    . (16) 

Аналіз рівняння (16) показує, що при 0b  , 0s   залежність 

 P f Q   має характер зростання без насичення. 
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На рис. 5 при 0,5P   та різних s  ( 6,6a   , 6,6b  ) наведено 

залежності  *P f Q   ( * maxP P P    ), обчислені по (15), які при 

0,1s   добре описують експериментальні дані з фільтрації не ньюто-
нівських рідин в неоднорідному пористих середовищі. 

На рис. 6 при різних b  ( 2c  ) наведено залежності  *P f Q  , 

обчислені по (16), які добре описують експериментальні дані з фільт-
рації неньютонівських рідин в однорідних пористих середовищах. 

Слід зазначити, що при 2 4 0b as   вираз (14) має розв’язок 
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 (17) 

або, обчислюючи з (17) Q : 
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a P b b
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    
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. (18) 

 

Рис. 5. Залежність  *P f Q  , обчислена за виразом (15) 

 

Рис. 6. Залежність  *P f Q  , обчислена за виразом (16) 

Аналіз виразу (18) показує, що при 0b   та 0a   залежність 

 Q P   носить S-подібний характер, описуючи фільтрацію з не-
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монотонною ефективною в’язкістю, яка має мінімум при певному 
перепаді тиску. Такий закон фільтрації, відповідно до [14], спостері-
гається для певних полімерних композицій (псевдо пластичний ре-
жим фільтрації змінюється на ділатантний). Зауважимо також, що, 

якщо в рівнянні (16) 0b   та 0s  , залежність  P f Q   має хара-

ктер зростання без насиченості. 

3. S-подібний закон фільтрації. Як було зазначено вище, S-по-

дібні залежності  P f Q   описуються в рамках модифікованого 

(за рахунок введених ефективних проникності та в’язкості) лінійного 
закону фільтрації Дарсі. Одначе опис можливий також і в рамках мо-
дифікації нелінійного закону фільтрації Форхгеймера: 

2 3d P
v v v

d x
      . 

Аналіз цього рівняння показує (при спільному розв’язуванні з 
(3)), що при 0   та 0   воно має S-подібний розв’язок для функ-
цій  P v   та  P Q  , причому наведені вище експеримента-

льні результати (рис. 3–6) описуються вказаною моделлю з похибкою 
до 5% . 

У зв’язку з цим закон фільтрації, що має S-подібний розв’язок 
для функцій  P v   та  P Q   або S-подібний закон фільтра-

ції для одновимірного випадку, може бути записано у вигляді: 

2 3d P
v v

d x
    ; 0  , 0  . 

Слід зазначити, що додавання квадратичного або кубічного до-
данків в закон фільтрації обумовлено не тільки покращенням апрок-
симації залежності  P v   за рахунок збільшення числа емпірич-

них коефіцієнтів [15], але й фізичними особливостями фільтрації. 
Лінійний член відбиває визначальний вплив сил в’язкості, квадратич-
ний ― нерівноважних властивостей фільтраційного потоку, а кубіч-
ний ― масообміну між низько- та високопроникними ділянками 
(тобто властивостями пористого середовища). 

Висновок. Таким чином, введення ефективних проникності та 
в’язкості дозволяє врахувати нелінійні ефекти при стаціонарній філь-
трації неньютонівських рідин в однорідних та неоднорідних порис-
тих середовищах. 
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