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Discusses methods of forming integral dynamic models of nonlinear sys-
tems of regulation. Including the structural method of producing a nonlinear in-
tegral equation of Voltaire II types and frequency methods of forming patterns 
in the form of a nonlinear integral equation of Fredholm type with the operator 
Hammerstein, showing periodic modes of the system of regulation. 
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ПОБУДОВА ЯДЕР ІНТЕГРАЛЬНОГО РЯДУ ВОЛЬТЕРРИ 
МЕТОДОМ АПРОКСИМАЦІЇ ФІГУРОЮ ОБЕРТАННЯ 

Розглянуто підхід до побудови математичних моделей у 
вигляді інтегрального ряду Вольтерри на основі застосування 
методу апроксимації функцій багатьох змінних фігурою обер-
тання. Досліджено за допомогою обчислювальних експеримен-
тів точність та швидкодію запропонованого способу. 

Ключові слова: апроксимація, функції багатьох змінних, не-
лінійні динамічні системи, ядра Вольтерри, Matlab / Simulink. 

Вступ. Для розв’язування задач проектування, контролю, аналізу та 
управління технологічними процесами необхідно виявляти взаємозв'язки 
між параметрами і представляти їх у вигляді математичних залежностей. 
Однак при отриманні формалізованого опису багатьох процесів наштов-
хуються на ряд труднощів, пов'язаних зі специфічними особливостями 
цих процесів, зокрема, великою кількістю показників і впливів, що ви-
значають зміну цих показників, динамічний характер змін, наявність 
помилок при реєстрації параметрів, нелінійністю об'єктів тощо. У зв'язку 
з широким розвитком автоматизованих систем керування і проектуван-
ня, завдання подання експериментальних даних компактними математи-
чними залежностями стає особливо актуальним, оскільки їх використан-
ня призводить до суттєвої економії часу розрахунку та зменшенню ви-
мог до апаратної й програмної складових обчислювальних комплексів. 

Одним із ефективних підходів для опису нелінійних динамічних 
об’єктів є інтегро-степеневі ряди Вольтерри. При такому описі нелінійні 
і динамічні властивості системи повністю характеризуються послідовні-
стю багатовимірних вагових функцій ядер Вольтерри. Задача побудови 
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моделі у вигляді рядів Вольтерри полягає у визначенні багатовимірних 
ядер Вольтерри на основі експериментальних даних. Таке подання мо-
делі дає змогу застосовувати такий підхід до широкого класу задач. 

Функціональний ряд подається наступним чином: 
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де ( )x t , ( )y t  — відповідно вхідний і вихідний сигнали об’єкта, n  — 
деяке натуральне число, T  — час перехідного процесу. Вагові функ-
ції системи (1) можуть бути визначені експериментально, якщо в яко-
сті вхідних сигналів обрати детерміновані ступінчасті впливи з амп-
літудою A  [1]. 

Основна проблема застосування рядів Вольтерри виникає при 
ідентифікації ядер Вольтерри, яка полягає в необхідності розв’язання 
типової оберненої задачі — чисельного диференціювання експеримен-
тальних залежностей:  
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Застосування різницевих формул не завжди дає високу точність 
отриманих результатів, тому для підвищення точності побудови моделей 
у вигляді ряду (1) та стійкості до завад в експериментальних даних про-
понується визначати похідні функцій на основі їх апроксимаційних на-
ближень побудованих в аналітичному вигляді. Саме важливість аналіти-
чного представлення експериментальних залежностей визначають акту-
альність створення для цього відповідних методів та програмних засобів. 

Метою статті є розробка алгоритму побудови ядер інтегральних 
рядів Вольтерри на основі методу апроксимації фігурою обертання. 

Для побудови одновимірного ядра 1 1( )K t  на основі алгоритму 

[3] необхідно знайти похідну функції  1f t , яка є результатом експе-

рименту і задається точково 
   , 1, 2,..., .k kf t z k l   (2) 

Ядро будуємо у вигляді   0
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 , що визначається при умо-

ві мінімуму суми: 
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Оскільки 0 1( , ,..., )rL a a a  додатна і є неперервною, то існує її мі-

німум. Для пошуку значень коефіцієнтів 0 1, ,..., ra a a  при яких L міні-

мальна необхідно прирівняти частинні похідні L  по ja  нулю: 
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Відповідно система для коефіцієнтів 0 1, ,..., ra a a  при 2r   ма-
тиме вигляд 
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Розв’язавши систему (4) отримаємо коефіцієнти 0 1, ,..., ra a a . 

Продиференціювавши  Q t  по t  отримаємо ядро інтегрального 

оператора 

    
1

dQ t
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 . (5) 

Розглянемо побудову ядра другого порядку 2 1 2( , )K t t . У якості 

апроксимуючої функції оберемо 1 1 2 2( ) ( )
1 2( , ) P t P tQ t t e   — фігурою 

обертання, де 1 1( )P t  та 2 2( )P t  деякі поліноми відносно 1t  і 2t . Визна-
чення ядра буде відбуватись при умові мінімуму суми 

  2
1 1 2 2 1 2( ) ( ) ln ( , ) ,L P t P t f t t      

де 1 2( , )f t t  є результатом експерименту і задається точково. 

Нехай 2
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Після диференціювання відповідно по 0 1 2 3 4, , , ,b b b b b  отримаємо 

систему: 
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Розв’язавши її маємо коефіцієнти 0 1 2 3 4, , , ,b b b b b  для 1 2( , )Q t t   
2 2

0 1 1 1 3 2 4 2 5b t b t b t b t be     . 
Продиференціювавши 1 2( , )Q t t  по 1 2,t t  отримаємо ядро інтегра-

льного оператора 
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У загальному випадку для побудови ядра обираємо функцію 
1 1 2 2( ) ( ) ... ( )

1 2( , ,... ) h hP t P t P t
hQ t t t e    , де 1 1 2 2( ), ( ),..., ( )h hP t P t P t  — деякі 

поліноми відносно 1 2, ,..., ht t t  відповідно.  

Програмні засоби. На основі розробленого алгоритму створено 
програмні засоби для побудови ядер інтегральних рядів Вольтерри на 
основі експериментальних даних із використанням поданого вище 
алгоритму. Основні функції мають вигляд:  

[K1] = ApproxKern1(t, f, n), 

де t  — аргумент функції представлений у вигляді вектор рядка; 
f  — значення функції ( )f x  представлена у вигляді вектор-рядка; 

n  — степінь апроксимації; 1K  — ядро в символьному вигляді; 

[K2] = ApproxKern2(t1,t2,f,n), 

де 1t , 2t  — аргументи функції представлені у вигляді вектор рядків; 

f  — значення функції 1 2( , )f t t  представлені у вигляді матриці; n  — 

степінь апроксимації; 2K  — ядро в символьному вигляді. 
Обчислювальний експеримент. Застосовуючи програмні засоби 

побудовано одновимірне ядро на основі експериментальних даних. 

Тестова функція має вигляд:   tf t e . Похибка апроксимації функції 

представлена на рис. 1, похибка отриманого ядра (після диференцію-
вання  f t ) представлена на рис. 2. 
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Рис. 1. Графік похибки апроксимації функції  f t
 

 

Рис. 2. Графік похибки апроксимації функції 
 df t

dt
 

При побудові двовимірного ядра використовувалась тестова фу-

нкція:   1 2
1 2, t tf t t e  . Похибка апроксимації функції представлена 

на рис. 3, похибка отриманого ядра (після диференціювання  1 2,f t t ) 

представлена на рис. 4. 
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Рис. 3. Графік похибки апроксимації функції  1 2,f t t
 

 

Рис. 4. Графік похибка апроксимації функції 
 2

1 2

1 2

,f t t

t t



 
 

Висновки. Розглянутий алгоритм дає змогу виконувати апрокси-
мацію складних математичних залежностей багатьох параметрів функці-
ями зручними для їх аналізу та синтезу, а також проводити ідентифіка-
цію нелінійних процесів та систем на основі експериментальних даних. 
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ІТЕРАЦІЙНИЙ АЛГОРИТМ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  
НЕЛІНІЙНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ  

ТИПУ ВОЛЬТЕРРИ ІІ РОДУ В СЕРЕДОВИЩІ MATLAB 

Розглянуто питання чисельного розв’язування нелінійних 
інтегральних рівнянь Вольтерри-Урисона та Вольтерри-
Гаммерштейна ІІ роду методом простих ітерацій. Запропоно-
вано рекурентні алгоритми реалізації методу простих ітерацій 
з використанням формул Нютона-Котеса підвищеної точності. 

Ключові слова: нелінійні інтегральні рівняння, квадрату-
рні формули, чисельні методи, ітерації, алгоритм, MatLab. 

Вступ. Застосування нелінійних інтегральних рівнянь є одним з 
найефективніших методів обчислення задач багатьох областей при-
родничих наук, але розв’язування аналітичними методами можливе 
лише в деяких окремих випадках. Тому для розв’язування нелінійних 
інтегральних рівнянь використовують чисельні методи. Одним із 
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