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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ВЕРТИКАЛЬНОЇ МІГРАЦІЇ 
РАДІОНУКЛІДІВ В КАТАЛІТИЧНОМУ ПОРИСТОМУ 

СЕРЕДОВИЩІ У НЕЛІНІЙНОМУ ВИПАДКУ 

У статті сформульовано постановку та проведено матема-
тичне моделювання задачі вертикальної міграції радіонуклідів 
у каталітичному пористому середовищі в нелінійному випад-
ку. Отримано числовий розв’язок відповідної одновимірної 
крайової задачі методом скінченних різниць. Проведено серію 
чисельних експериментів та здійснено їх аналіз. 

Ключові слова: масоперенесення, очищення, радіонукліди, 
частинки мікропористої структури, колоїди, каталітичне 
пористе середовище, метод скінченних різниць. 

Вступ. Господарська діяльність людини призводить до забруднен-
ня біосфери, зокрема плодородних земель радіоактивними речовинами. 
Тому вчені давно шукають механізми для прогнозування впливу на на-
вколишнє середовище радіоактивних осадів та його подальше очищення. 

Теорія фільтрації в пористих середовищах, що розглядалася в 
роботах Полубаринової-Кочини П. Я., Веригіна М. М., Сергієн-
ка І. В., Скопецького В. В., Дейнеки В. С., Ляшка І. І., Ляшка С. І., 
Лаврика В. І., Власюка А. П., Бомби, А. Я., Булавацького В. М., Са-
вули Я. Г. та ін., надала математичні описи проблем підземного ма-
соперенесення, методи їх розв'язку, а також співставлення результа-
тів з даними спостережень та еспериментів [1–5]. 

Наступним етапом було врахування дифузії нуклідів, міграція 
яких представляє радіологічну цікавість. Відповідні математичні мо-
делі розроблені Прохоровим В. М., Власюком А. П., Бураком Я. Й., 
Чаплею Є. Я., Чернухою О. Ю., Bossew P., Kirchner G. [6–9].  

Останні дослідження йдуть ще далі. Вчені розглядають рух колої-
дів в мезопористому та мікропористому середовищах, де діаметр пор 
знаходиться в діапазоні від 2 до 50 нм та менше 2 нанометрів відповідно 
[10]. Колоїдами (наночастинками) в грунті називають природоутворюю-
чі мінеральні фрагменти, гумінові і фульвокислоти, мінеральні осади і 
мікроорганізми. Їхні розміри лежать в діапазоні від 1 нм до 1000 нм [11]. 

© А. П. Власюк, В. В. Жуковський, 2015 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

162 

Транспортні властивості колоїдів в поєднанні з вертикальною міграцією 
радіонуклідів призводять до різкої зміни міграційної поведінки [12-13]. 
Такий процес міграції може бути потенційною загрозою для природи і 
людства у зв'язку з радіо-і хемотоксичністю радіонуклідів. 

Разом з тим колоїди можуть відігравати роль сорбентів (цеоліти, 
органічні добрива). Особливості колоїдів разом з поєднанням сучас-
них засобів механізації дозволяють пришвидшити процес очищення 
забруднених територій завдяки застосуванню новітніх технологій 
меліорації та фільтрів-вловлювачів [14].  

Математична модель дифузії в біпористих сорбентах [15] стала 
основою для врахування впливу мікропористих частинок на техноло-
гічні процеси дифузійного масопереносу які досліджувались Фресса-
рдом Ж. [16], Петриком М. Р. [17].  

Однак математичне моделювання із застосуванням колоїдів-
адсорбентів до процесів очищення радіонуклідів є новим. Тому в да-
ній роботі нами буде розглянута модернізована математична модель 
вертикальної міграції радіонуклідів в нелінійному випадку. 

Постановка задачі. Розглянемо процес очищення горизонталь-
ного шару ґрунту від радіонуклідів (наприклад, 90Sr  (стронцій-90) 

або 137Cs (цезій-137)) при їх вертикальній міграції в горизонтальному 
шарі ґрунту великої протяжності. Локалізація радіонуклідів відбува-
ється завдяки переносу їх фільтраційним потоком зі швидкістю   під 
впливом конвективної дифузії з врахуванням каталітичного мікропо-
ристого середовища при наявності фільтрів-вловлювачів (рис. 1). 
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Рис. 1. Вертикальна міграція радіонуклідів в пористому  

середовищі при наявності фільтра-вловлювача 

На глибині l  в ґрунті розміщений фільтр-вловлювач, наповнений 
сорбуючим елементом (наприклад, вермикулітом). Відомі п’єзометричні 
напори на верхній та нижній (підстилаючій) поверхнях грунту 1H  та 

2H  ( 1 2H H  ) відповідно. Також відомий розподіл концентрацій радіо-

нуклідів (мігранту) в початковий момент часу 0t  : 0
1 ( )C x  (для части-
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нок, що знаходяться в конвективно рухомому поровому розчині), 0
2 ( )C x  

(для частинок, що знаходяться у зв’язаній зі скелетом грунту воді) та 
0 ( , )Q x r . На верхній поверхні грунту відомі концентрації 1

1 ( )C t  та 
1
2 ( )C t , а на фільтрі-вловлювачі задаються концентрації 2

1 ( )C t , 2
2 ( )C t . 

Потрібно дослідити розподіл концентрацій 1( , )c x t , 2 ( , )c x t  та 

( , , )q x r t  по області фільтрації з часом, що дасть можливість зробити 
прогноз щодо ступеня очищення ґрунтів та їх подальшого використання. 

Математична модель задачі. Математичну модель поставленої 
задачі в одновимірному випадку в кожній з підобластей ґрунтового 
середовища та фільтрів-вловлювачів можна описати наступною кра-
йовою задачею: 

 1 1 1
1 1 1 1 1 1 2 2( ) ( ) ,

c c c
D c c c c

t x x x
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1 1 1(0, ) ( ),l c t C t   2
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 1
3 2 2(0, ) ( ),l c t C t   2

4 2 2( , ) ( ),l c l t C t   (8) 

 1(0) ,h H   2( ) ,h l H   (9) 

 0
1 1( ,0) ( ),c x C x   0

2 2( ,0) ( ),c x C x   0( , ,0) ( , ),q x r Q x r   (10) 

де 1( , )c x t , 1D  — концентрація та коефіцієнт конвективної дифузії 

радіонуклідів, що знаходяться у фільтраційному потоці; 2 ( , )c x t , 

2D  — концентрація та коефіцієнт молекулярної дифузії радіонуклі-

дів, що знаходяться у воді, яка зв’язана зі скелетом ґрунту; ( , , )q x r t , 

0D  — концентрація та коефіцієнт дифузії радіонуклідів у частинках 

радіусу R , що знаходяться у скелеті ґрунту; ek  — коефіцієнт впливу 
внутрішньочастинкового масопереносу на масоперенос в скелеті ґру-
нту;   — швидкість фільтрації; k  — коефіцієнт фільтрації води з 
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мігрантами; 1 , 2  — коефіцієнти масообміну; 1  — пористість ґру-

нту; [0; ]x l  — вертикальна координата, напрямлена вертикально 

вниз, il , 1, 4i   — диференціальні оператори, що задають граничні 

умови відповідно при 0x   та x l ; t  — час, 10 t t  . 
Рівняння (1) описує процес міграції радіонуклідів з концентрацією 

1c  шляхом конвективної дифузії у фільтраційному потоці (конвективно 
рухомому поровому розчині); (2) описує процес міграції радіонуклідів, 
що знаходяться у зв’язаній зі скелетом ґрунту воді; (3) описує внутріш-
ночастинковий масоперенос радіонуклідів з поточною концентрацією 
q , що зв’язана із концентрацією 2c  умовою (6); (4) описує фільтрацію в 
каталітичному пористому середовищі. Крайові умови для концентрацій 

1( , )c x t , 2 ( , )c x t , ( , , )q x r t  та напору ( )h x  мають вигляд (7)–(10). 
В результаті різниці напорів відбувається перенесення розчине-

них у воді речовин фільтраційним потоком. При цьому процеси філь-
трації розчинених у воді речовин підлягають законам Дарсі та Фіка. 

Чисельний розв’язок крайової задачі методом скінченних рі-
зниць. Для знаходження числового розв’язку крайової задачі (1)–(10) 
використаємо метод скінченних різниць. Для цього запишемо неявну 
різницеву схему для рівняння (2), а для (1) та (3) використаємо моно-
тонну різницеву схему Самарського [18]. 

Введемо різницеву сітку 
1 2h h   з кроками 1,h 2h  і  по осях Ox, 

Or  та Ot для змінних ,x  ,r  t   

  
1 2

1 2

1 2 3

1 1 2 3

, , ,

, , 0, , 0, , 0, ,

, , ,

i j k

h h i j k

x ih   r jh t k   

x r t  i n   j n k n

h n l   rn R n T







   
      
     

 (11) 

де 1,n  2 ,n  3n  — кількість кроків по просторових змінних та часу 
відповідно. 

Для дискретизації рівняння (1) використаємо монотонну різни-
цеву схему Самарського [18]. В результаті скінченнорізницевий ана-
лог диференціального рівняння (1) матиме наступний вигляд: 

( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( )
1, 1, 1, 1 1, 1, 1, 1( ) ( )

1 1, 1 1,
1 1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( ) ( )
1, 1 1, 1, 1, 1( ) ( )

1, 1 1,( ) ( )
1 11, 1,

1 1
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k k k k k kk
i i i i i ik ki

i i

k k k kk k
i i i ik ki i
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i i

c c c c c c
d d
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c c c cr r
d d

h hD D

c
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



    
 
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 
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 

 
  
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i ic 

 (12) 
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 (0) 0
11, ( ),iic C x   ( ) 1

11,0 ( ),k
kc C t   

1

( ) 2
11, ( ),k

knc C t   (13) 

де 11, 1,i n   30,k n . 

Тут введені наступні позначення:  
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1 1 1( )
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k k
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 
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Для знаходження концентрації солей 1( , )c x t  з різницевого рів-

няння (12) використаємо метод прогонки. Для цього представимо 
різницеву схему (12), (13) у такому вигляді: 
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Можна показати, що умови стійкості прогонки 1 1 1
i i ic a b   

виконуються. Значення концентрації на часовому шарі ( 1)k   знахо-

димо методом прогонки, використовуючи співвідношення 
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Для дискретизації різницевого рівняння (2) використаємо неявну 

різницеву схему. Конвективний член 
r R

q

r







 диференціального рів-

няння (2) апроксимуємо з точністю до другого порядку [19]. Скін-
ченнорізницевий аналог відповідного диференціального рівняння 
матиме наступний вигляд: 

 
2 2 2

( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
2, 2, 2, 1 2, 2, 2, 1( ) ( )

2, 1 2,
1 1 1

( 1) ( 1) ( 1)
1 2( ) ( 1)

1 21, 2,
2

1

3 1
2

2 2 ,

k k k k k k
i i i i i ik k

i i

k k k
n n nk k

i i

c c c c c c
d d

h h h

q q q
c c

h



  

    
 



  
 

   
   
 
 

   
    

  
 

 (16) 

 (0) 0
22, ( ),iic C x   ( ) 1

22,0 ( ),k
kc C t   

1

( ) 2
22, ( ),k

knc C t   (17) 

де 
( ) ( )
2 2 1( )

2, ,
2

k k
,i ,ik

i

D D
d 

  ( ) ( )
22 2,( )k k

,i iD D c , 11, 1,i n   30,k n . 

В прогоночному вигляді рівняння (16) запишеться 

 

1 1

( 1) ( 1) ( 1)2 2 2 2,( 1)
2, 1 2, 2, 1

( 1) ( 1)2 2
1 22,0 2,1

( 1) ( 1)2 2
3 42, 2, 1

,

,

,

k k k k
i i i ii i i

k k

k k
n n

a c c c b c f

c c

c c

 

 

   
 

 

 


    
  


 

 (18) 

де  
( )
22
2
1

k
,i

i

d
a

h
 , 

( )
2 12

2
1

k
,i

i

d
b

h
 , 

( ) ( )
2 1 22

22
1

1
k k
,i ,i

i

d d
c

h



   , 

2 2 2

( 1) ( 1) ( 1)( )
1 22, ( )2,( 1)

1 1,
2

3 1
2

2 2
k k kk

n n ni kk
i i

q q qc
f c

h
 



  
 

   
    

  
 

, 

2
1 0,   2 1

2 2 ,C    2
3 0,   2 2

4 2 .C    

Неважко показати, що умови стійкості прогонки 2 2 2
i i ic a b   

виконуються. Значення концентрації 2 ( , )c x t  на часовому шарі ( 1)k   

знаходимо методом прогонки, використовуючи співвідношення 

 ( 1) ( 1)2 2
1 12, 2, 1 ,k k

i ii ic c  
     (19) 
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де 
2

2
1 2 2 2

,i
i

i i i

b

c a


 


 
2 2 2,( 1)

2
1 2 2 2

,
k

i i i
i

i i i

a f

c a














 11, 1,i n   31, ,k n  

2 2
1 1 0,    2 2 1

1 2 2.C     
Різницева схема для (3), (5), (6) матиме наступний вигляд:  

 
( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( )

1 1( ) ( )
0, 1 0,2

2 22

1
,

k kk kk k
j jj j j jk k

j j

q q q qq q
d d

h hr h

  
 



  
  
 
 

 (20) 

 (0) 0 ( , ),j i jq Q x r   
2

( ) ( )
2,

k k
e inq k c , (21) 

де  
2

( ) ( ) ( )
0, 0 0 1 ,

2
k k k
j , j , j

r
d D D    ( ) ( )

00 ( ),k k
j, jD D q  11, 1,i n   21, 1,j n   

30,k n .
 

В прогоночному вигляді рівняння (20) запишеться 

 

2 2

( 1) ( 1)3 3 ( 1) 3 3,( 1)
1 1

( 1) ( 1)3 3
1 20 1

( 1) ( 1)1 3
3 41

,

,

,

k kk k
j j j j jj j

k k

k k
n n

a q c q b q f

q q

q q

 

 

  
 

 

 


    
  


 

 (22) 

де  
( )
03

2 2
2

k
, j
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d
a

r h
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( )
0 13
2 2

2

k
, j

j

d
b

r h

 , 
( ) ( )
0 1 03

2 2
2

1
k k
, j , j

j

d d
c

r h 

  , 
( )

3,( 1) ,
k

jk
j

q
f


    

3
1 1,   3

2 0,   3
3 0,   3

4 0.   

Легко показати, що умови стійкості прогонки 3 3 3
j j jc a b   ви-

конуються. Значення концентрації ( , , )q x r t  на часовому шарі ( 1)k   
знаходимо методом прогонки, використовуючи співвідношення 

 ( 1)( 1) 3 3
1 11 ,kk

j j jjq q 
     (23) 

де 
3

3
1 3 3 3
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 


 
3 3 3,( 1)

3
1 3 3 3

,
k

j j j
j

j j j

a f

c a














 21, 1,j n   31, ,k n  

3 3
1 1 1,    3 3

1 2 0.    
Скінченнорізницевий аналог закону (4) для обчислення швидко-

сті фільтрації має наступний вигляд: 

 
( ) ( )( ) ( )
1, 1 1, 1( ) ( )( ) ( ) ( )1 1

1, 1,
1 1

( ) ( ) ( ) ,
2 2

k kk k
i ik kk k ki i

i i c ii i

c ch h
k c c

h h
     

    (24) 

11, 1,i n   31, .k n  
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Програмна реалізація. Для аналізу і порівняння лінійної та нелі-
нійної математичних моделей вищенаведеної задачі було використано 
методологію об’єктно-орієнтованого програмування [20]. Це дозволило 
в короткі терміни побудувати необхідну ієрархію класів з можливістю 
подальшого ускладнення існуючих моделей. Для чисельного моделю-
вання процесу вертикальної міграції радіонуклідів розроблено інтелек-
туальний інтерфейс на базі кросплатформенного фреймворку Qt. Він 
дозволяє легко керувати вихідними даними (коефіцієнтами дифузії, по-
ристості, дисперсії, краєвими умовами тощо), виконує необхідні обчис-
лення, будує 2D/3D графіки та таблиці значень концентрацій 1( , )c x t , 

2 ( , )c x t , ( , , )q x r t , швидкості фільтрації ( , )x t . Всі отримані значення лег-
ко імпортуються у файли популярних форматів для подальшої обробки. 

Результати чисельних експериментів та їх аналіз. Використа-
вши створений програмний комплекс було проведено ряд експериме-
нтів. Зокрема було розглянуто задачу локалізації радіонуклідів протя-
гом 5 років з такими вихідними параметрами: 

10м,l  1 1м,H   2 0,1м,H 
1 0, 4  ,  

 30 діб,  1 2 0,0065   , 1ek  , 55 10 мR   , 
2

5
2

м
1 10

доба
D   , 

2
6

0
м

2 10
доба

D   , 

1
1 3

кг
( ) 5 ,

м
C t  2

1 3

кг
( ) 0 ,

м
C t  1

2 3

кг
( ) 5 ,

м
C t  2

2 3

кг
( ) 0 ,

м
C t   

0
1 3

кг
( ) 5 ,

м
C x  0

2 3

кг
( ) 5 ,

м
C x  0

3

кг
( , ) 0 .

м
Q x r   

Зазвичай в цілях спрощення коефіцієнт конвективної дифузії за-
дають лінійно залежним від швидкості фільтрації [1]:  

( ) ( )
1, ,k k

iiD D     11, 1,i n   31, ,k n  

де D  — коефіцієнт молекулярної дифузії в пористому середовищі, 

  — параметр дисперсії. 
Прийнято наступну залежність коефіцієнта фільтрації від кон-

центрації сольового розчину для піщаних грунтів [5]: 
1 5 1 4 1 3 1 2 1 1
5 4 3 2 1 0( )k c a c a c a c a c a c a           , 

де 1 2
5 5,9404 10a   , 1 1

4 1,6703 10a    , 1 1
3 1,7051 10a   , 1 2

2 7,4311 10a    , 
1 2
1 1,0563 10a   , 1 3

0 1,0054 10a   . 
Після проведення серії чисельних експериментів отримано гра-

фіки полів швидкостей фільтрації ( , )x t , розподілу концентрації со-
льових розчинів по області фільтрації для різних значень коефіцієнта 



Серія: Технічні науки. Випуск 12 

169 

фільтрації та коефіцієнта конвективної дифузії 0D  (порівняння лі-
нійної та нелінійної залежностей). Також продемонстровано вплив 
колоїдних частинок на процес міграції радінуклідів. 

 

Рис. 2. Розподіли концентрацій 

1( )c x  від глибини шару ґрунту x  

для коефіцієнта фільтрації 
k const (графіки 1, 2) і 

1( , )k k x c  (графіки 3,4) при 

різних часових кроках: 1) 30 діб,  
2) 2,5 роки, 3) 30 діб, 4) 2,5 роки 

Рис. 3. Розподіл швидкості фільтрації 
( )x  для нелінійної залежності кое-

фіцієнта фільтрації 

1( , )k k x c (графіки 1, 2, 3) і 

k const (графік 4) при різних  
часових кроках: 1) 30 діб, 2) 1 рік,  

3) 2,5 роки 

Рис. 4. Порівняльні розподіли кон-
центрацій 1( )c x  від глибини шару 

ґрунту x  для коефіцієнта диспер-
сії 1   (графіки 1, 2) і 8   

(графіки 3,4) при різних часових 
кроках: 1) 30 діб, 2) 2,5роки,  

3) 30 діб, 4) 2,5роки 

Рис. 5. Порівняльні розподіли концен-
трацій 1( )c x  від глибини шару ґрунту 

x  для щільного піску 0, 4  (графіки 

1, 2) і пухкого 0,8   (графіки 3,4) 
при різних часових кроках:  

1) 30 діб, 2) 2,5 роки, 
3) 30 діб, 4) 2,5 роки 
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Рис. 6. Розподіл концентрацій 1( )c x  та 2 ( )c x  протягом часу Т 

 
Рис. 7. Порівняльні розподіли концентрацій 1( )c x  та 2 ( )c x  протягом часу 

Т від глибини шару ґрунту x  протягом 20 міс. з врахування дифузії радіонук-
лідів у частинках радіусу R  (графіки 1, 3) та без врахування (графіки 2, 4) 

Висновки. В результаті роботи cформульовано постановку та по-
будовано математичну модель вертикальної міграції радіонуклідів з 
врахуванням нелінійного характеру коефіцієнта дифузії. Чисельний 
розв'язок знайдено методом скінченних різниць. Створено програмний 
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продукт для реалізації поставленої крайової задачі та проведено чисе-
льні експерименти. Аналіз отриманих результатів (графіки, таблиці) 
дозволив зробити ряд висновків. Зокрема помітно, що розподіл конце-
нтрації сольових розчинів з часом при 1( , )k k x c  є більш повільним і 

прогнозованим (рис. 2). Дана стабільність досягається за рахунок пос-
тупового спадання та насичення в часі швидкості фільтрації (рис. 3) 
при нелінійній залежності коефіцієнта фільтрації. При збільшенні па-
раметра дисперсії  сольовий розчин значно швидше розподіляється в 
шарі грунту (рис. 4). В пухкому піску (коефіцієнт пористості 0,8  ) 
концентрація сольових розчинів набагато інтенсивніше розподіляється 
по області фільтрації. Також стає очевидним вплив мікрочастинок на 
швидкість міграції радіонуклідів. Зокрема, як видно з рис. 7, при вра-
хуванні дифузії радіонуклідів у колоїдах, процес фільтрації відбуваєть-
ся швидше. Дану властивість можна використати для очищення родю-
чого шару ґрунту і відновлення людської діяльності. 
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