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The mathematical model of the filtration consolidation of soil with tak-
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ПОБУДОВА МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ ДЛЯ  
ОБЧИСЛЕННЯ ФАЗОВИХ ТРАЄКТОРІЙ ЛІТАЛЬНИХ  

АПАРАТІВ В УМОВАХ ЗАХИСНИХ МАНЕВРІВ  

Розглядаються задачі побудови математичних моделей для 
обчислення та оптимізації фазових траєкторій ЛА із оптимізо-
ваними маневрами.  

Ключові слова: оптимальне керування, моделювання ди-
намічних систем. 

Вступ. Математично-комп’ютерні методи моделювання і опти-
мізації є ефективним інструментарієм для підвищення надійності та 
ефективності керованих систем. Математична модель керованого ЛА 
включає залежність його траєкторії від кутів атаки та ковзання і від 
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швидкісних напорів та сили тяги, що визначається як реактивною 
витратою палива так і термодинамічними параметрами атмосфери. 
Збурення атмосфери та геометричні деформації ЛА призводять до 
локальних відхилень кутів атаки, відхилень вектора тяги реактивного 
двигуна та похибок датчиків навігаційної системи. Основні труднощі 
у побудові оптимального керування пов’язані із нелінійністю керова-
них систем, їх великою розмірністю, фазовими обмеженнями, непов-
нотою даних про параметри моделей та наявністю реальних збурень. 
Це змушує спрощувати постановку оптимізаційної задачі за допомо-
гою апроксимації шуканих керувань у адекватно вибраних спроще-
них класах параметричних функцій. Успішному відшуканню адеква-
тного класу параметричної функції керування допомагає поглиблене 
теоретичне дослідження властивостей оптимального керування у 
конкретній задачі. Наприклад, побудова оптимального керування 
зводиться до розв’язання відповідно спрощеної оптимізаційної задачі 
відшукання оптимальних значень параметрів керування у вибраному 
класі параметричних функцій. Методами розв’язуючих операторів 
задача побудови оптимального керування зводиться до простіших 
задач оптимізації керувань, які не включають фазових траєкторiй ке-
рованих системи. Для обчислення траєкторії керованого ЛА можуть 
одночасно використовуватися декілька систем координат. Для розрахун-
ку траєкторії польоту ракет із великою дальністю польоту використову-
ють геоцентричні системи координат. Для розрахунку руху ЛА на АДТ 
використовують зв'язані з Землею топоцентричні системи координат, 
початок яких знаходиться на поверхні Землі. Для обчислення аеро-
динамічних сил і моментів використовують зв'язану систему коор-
динат, яка жорстко зв'язана з характерними елементами конструкції 
ЛА і переміщується разом з ними. Початок зв'язаної системи координат 
збігається з центром мас ЛА, а осі спрямовані вздовж характерних елемен-
тів її конструкції. Швидкісна система координат належить до напівзв'яза-
них систем координат, являє собою прямокутну праву систему відліку, за 
допомогою якої визначають траєкторію польоту ЛА, при дії на нього аеро-
динамічних сил у щільних шарах атмосфери. На практиці вважають, що 
початок швидкісної системи координат збігається з центром мас ЛА.  

Керування складними системами в реальних умовах неповних 
даних здійснюється за допомогою оптимізації математичних моде-
лей, оптимізації стратегій керування та підвищення тактико-
технічних характеристик ЛА [1–4]. Прикладом підвищення тактико-
технічних характеристик є розробка бойових ракет MIM-104 та 
ERINT для високо мобільної системи «Patriot» РАС-3, яка спроможна 
одночасно виявляти понад 100 повітряних цілей, неперервно супро-
воджувати вісім із них і одночасно здійснювати підготовку початко-
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вих даних для пуску та наведення на кожну ціль до трьох керованих 
ракет ERINT або MIM-104 із дальністю перехоплення аеродинаміч-
них цілей до 80 км., балістичних цілей до 24 км на висотах до 24 км. і 
на швидкостях понад 2200 м/сек. До задач оптимального керування 
ЛА належить відшукання керувань, які максимізують ймовірність 
досягнення цілей на заданих термінальних множинах.  

Постановка задачі. Побудова оптимізованих траєкторій вклю-
чає розв’язання ряду задач оптимального керування. У задачі 1 пот-
рібно знайти керування 0 1 ( ), [ , ]t tu Tt  , яке максимізує відхилення  

1( , ) ( , ( ))F u c c x T  

фазового стану ЛА 1( )x T  у перший момент 1T  часу досягнення висо-

ти радіо горизонту 1h H  при заданих обмеженнях  

1 0( )   V T V   

на швидкість 1( )V T  для вектора c  із координатами 1 cos ,c   

3 sin ,c   та 0ic   для всіх інших значень i , для випадково вибра-

ного значення кута  , рівномірно розподіленого на інтервалі [0, 2 ] , 

та для значенням у момент часу t  фазового стану ( )x t , що визнача-

ється трьома координатами центру мас ( ( ), ( ), ( ))x t y t z t  і трьома коор-

динатами вектора швидкості  
( ) / ( ), ( ) / ( ), ( ) / ( )  x y zdx t dt V t dy t dt V t dz t dt V t    

в інерційній системі координат із початком координат у точці старту, 
віссю OX направленою на горизонт цілі, віссю OY направленою вверх 
вертикально до площини горизонту та віссю OZ перпендикулярною 
до площини (OX, OY), що доповнює систему до правої. Значення ви-
соти радіо горизонту 1H  визначається тим, що на висотах 1h H  ЛА 

залишається непомітним для радіолокаторів.  
Максимізація ( , )F u c  для заданого значення V0 здійснюється 

при обмеженнях  

1 1 01    ( )  ( ) .,  V Ty T H V     

У задачі 2 для заданого F0 максимізуємо 1( )yV T  при обмеженнях 

1 1 0   ( ,( ) , , )y T H F u c F   1 1( ) 0,   ( ) 0.x zV T V T   

У задачі 3 знаходимо керування на інтервалі часу 1 2[ , ]t T T  для 

досягнення у момент 2t T  випадково вибраного із заданої терміна-

льної множини X2 стану xT. 
У задачах оптимальної швидкодії потрібно знайти керування, 

яке переводить керовану систему із заданого початкового фазового 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

204 

стану x(0) у заданий термінальний стан x(T) = y(T) за мінімальний час 
T > 0, де y(t) може бути ціллю рухомою. 

Результати дослідження. Труднощі практичного розв’язання та-
ких задач пов’язані із складними фазовими обмеженнями та складними 
обмеженнями на допустимі керування, що визначаються аеродинаміч-
ними характеристиками ракети і фізичними параметрами атмосфери та 
задаються таблицями даних натурних спостережень. Необхідний для 
побудови алгоритмів оптимального керування вектор прискорення 

( ) / ( ( ) / , ( ) / , ( ) / )  x y zdV t dt dV t dt dV t dt dV t dt   

обчислюється за сумарною силою тяги двигуна ЛА та сил аеродина-
мічного опору ( ) ( ( ), ( ), ( ))x y zF t F t F t F t  визначених у швидкісній 

системі координат, що задається віссю OX1 у напрямку вектора шви-
дкості ( )V t , віссю OY2 направленою вертикально вверх та віссю OZ3 

перпендикулярною до площини (OX1, OY1), що доповнює систему 
координат до правої системи.  

Для обчислення траєкторій над поверхнею Землі використовуєть-
ся геоцентрична система із початком координат у центрі мас Землі, а 
для обчислення траєкторій ракет між планетами Сонячної системи ви-
користовують геліоцентричну систему координат із початком коор-
динат у центрі мас Сонця. У геоцентричній абсолютній системі віссю 

0 0O Y  є вісь обертання Землі спрямована на північ, вісь 0 0O Z  лежить 

у площині екватора і спрямована на точку весняного рівнодення, а 
вісь О0Х0 перпендикулярна до осі О0Y0 і спрямована на схід. 

Значення сумарної сили ( )F t на ділянках траєкторії у атмосфері 

залежить від атмосферного розподілу тиску, щільності і температури 
атмосфери, кутів ( ( ), ( ))t t   орієнтації ЛА відносно швидкісної сис-

теми координат, кутів ( ( ), ( ))t t   орієнтації швидкісної системи ко-

ординат відносно вибраної інерційної системи координат, матриці 
( )M t  переходу від швидкісної до інерційної системи координат,  

11 12cos( ( )) cos( ( )), cos( ( ))sin( ( )), M t t M t t       

13 21 22 22sin( ( )), sin( ( )), cos( ( )), 0,M t M t M t M       

31 32 33sin( ( )) cos( ( )), sin( ( ))sin( ( )), cos( ( )),  M t t M t t M t        

маси ( )m t  ракети та сили земного тяжіння ( ),G t   

   1( ) cos( ( )) cos( ( )) – ,xF t t t P t C t   
2 2 1/2

2( ) cos( ( ))sin( ( )) ( ) ( ) ( ) / ( ( ) ( )) ,yF t t t P t C t t t t       
2 2 1/2

2( ) sin( ( )) ( ) – ( ) ( ) / ( ( ) ( )) ,zF t t P t C t t t t        
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       ( ) / / .TdV t dt M t F t m t G t    

Для обчислення траєкторій ЛА за заданими керуваннями вико-
ристовується інерційна стартова система координат OXYZ із почат-
ком координат у точці старту (на поверхні Землі), віссю OX направ-
леною на лінію горизонту у напрямку на ціль (на термінальну точку), 
віссю OY направленою вертикально вверх і віссю OZ, яка доповнює 
інерційну систему координат до правої системи.  

Нехай ЦМ ЛА знаходиться у точці з координатами (x,y,z) в інер-
ційній системі координат OXYZ, а вектор швидкості ЛА (Vx,Vy,Vz) = 
= ( , , )x y z    дорівнює вектору OD


, визначеному точкою D із коорди-

натами  
(Vx,Vy,Vz) = ( , , )x y z    

у стартовій системі координат OXYZ. Проекцію точки D на площину 
OXZ позначимо точкою A, проекцію на площину OXY — точкою C, а 
проекцію на координатну вісь OX — точкою B. Кут між вектором 
OD


 і площиною OXY позначимо через , а кут між вектором OC


 і 
площиною OXZ позначимо через . У такому випадку координати 
вектора швидкості (Vx, Vy, Vz) у стартовій системі координат обчис-
люються за формулами: 

Vz = z  = – DC = – OD·sin = – V sin, 
Vx = x = OB = OC·cos = OD·cos·cos = V cos cos,·  
Vx = y  = BC = OC·sin = OD·cos·sin = V sin cos.  

Аеродинамічні сили і моменти, які визначають фазову траєкторію 
ЛА, обчислюються у швидкісній системі координат, визначеній одинич-
ними ортами 1x, 1y, 1z. Очевидно, орт 1x є нормованим вектором швидко-

сті, 1x
OD

OD


 , із визначеними у стартовій системі координатами:  

sin
1 sin ,z x z

ODOD CD
pr pr

OD OD OD




 
    

 
    

cos s
1 cos s ,x x x

OD coOD OB
pr pr co

OD OD OD

 
 

 
    

 
  

sin cos
1 sin cos .y x y

ODOD BC
pr pr

OD OD OD

 
 

 
    

 
    

Отже, за відомих значень кутів   і  координати вектора 1x об-
числюються за формулою 
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1x =  cos s ,sin cos , sin
T

co       . 

Орт 1y визначаємо як направлений вверх перпендикулярний до 
прямих OD та OC одиничний вектор 1y, заданий у стартовій системі 
координатами  

1 sin ,x ypr  


 

1 cos ,y ypr 


 

1 0,z ypr 


 

тобто,  

1y = ( sin , s ,0)Tco  , 
а орт 1z доповнює швидкісну систему координат до правої системи, 
тобто визначається у стартовій системі координатами  

1z =  cos sin ,sin sin ,cos
T       . 

Беручи до уваги, що вектор прискорення V  дорівнює вектору 

рівнодійної сили F = (Fx, Fy, Fz), поділеної на масу m, 
F

V
m

  отриму-

ємо систему диференціальних рівнянь, що описує рух центра мас ЛА 
у стартовій системі координат:  

x = Vx, y = Vy, z = Vz, 

x
x

F
V

m
 , y

y

F
V

m
 , z

z
F

V
m

 . 

Для абсолютного значення швидкості V = 2 2 2
x y zV V V   знай-

демо похідну  

 
'

'
2 2 2 1 y yx x z z

x y z

V FV F V F
V V V V

V m m m

 
         

 
  

= 
cos cos sin cos sinx y zF F F

m

     
. 

Використовуючи залежності ,
y

x

VCB
arctg arctg

OB V
    знаходи-

мо похідну 

   

'

2 2

cos sin
.

coscos cos sin cos

y x x y

y x

F V F V
F FCB m marctg

OB m VV V

 


   

             
  

Аналогічно знаходимо похідну  
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  
' '

2 2 2

2 2 2 2
/ 1 /z z

z x y

x y x y

V V
arctg V V V

V V V V


   
                  

  

sin cos sin sin cos
.x y zF F F

m V

          
 


 

За законом всесвітнього тяжіння на тіло масою m на висоті h над 

поверхнею Землі діє гравітаційна сила 
2( )З

GMm
mg

R h



, де M — маса 

Землі, а значення гравітаційної сталої G = g0 r
2 / M обчислюється із 

формули 0 2
З

GM
g

R
  із відомим значенням гравітаційного прискорен-

ня g0 на поверхні Землі. Звідси випливає, що гравітаційна складова 
прискорення у точці з координатами (x, y, z), заданими у стартовій 
системі координат, обчислюється за формулою 

0

x

y

z

g

g g

g

 
 

  
 
 

 2
0

2 2 2 3/2( ( ) )
З

З
З

x
g R

y R
x y R z

z

 
         
 

. 

Координати вектора сили тяги двигуна  

cos cos

sin cos

sin

x ДУ

y ДУ

ДУz

F P

F P

PF

 
 



   
   

   
     

 

визначаються у швидкісній системі координат за значенням РДУ сили 
тяги двигуна і за значеннями кутів   і   орієнтації ЛА відносно век-

тора швидкості. Значення сили тяги двигуна залежить від технічних ха-
рактеристик двигуна, пального, швидкості та фізичних характеристик 
атмосфери (температури, тиску і густини повітря на висоті польоту h),  

     ДУ h a a SP a aP P P S P h I G t S P h        , 

де величиною 

 SPP I G t     

позначають значення сили тяги головного двигуна в вакуумі, а вели-
чиною hP  позначають силу тяги головного двигуна в атмосфері на 

висоті h, Sa — площа сопла,  aP h  — тиск атмосфери на висоті h, 

SPI  — питомий імпульс, G  — вагова секундна витрата ДУ. Значення 
перелічених величин, а також значення аеродинамічних сил  
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nN C q S   , 

xT C q S    
задаються табличними залежностями від багатьох факторів, зокрема, 
від сили швидкісного напору q = ρ * V2 / 2 [кгс/м2], залежної від гус-
тини атмосфери ρ на висоті h та від атмосферної швидкості V, визна-
ченої в одиницях (махах)  

M = V / a, 
де 20.0463a T , T — температура атмосфери в Кельвінах, a — 
швидкість звуку в повітрі при температурі Т, а значення координат 
Ax, Ay, Az  вектора аеродинамічних сил  

x xA C q S    , ,y nA C q S      .z nA C q S       

залежать від повітряної швидкості, геометричних розмірів ЛА, кутів орі-
єнтації ЛА відносно вектора швидкості, фізичних параметрів атмосфери, 
площі міделевого перерізу S та аеродинамічних коефіцієнтів xC  і nC , 

          2 2 2
0 , , , ,x x x nC C M G C M H B M G C M G         . 

Значення міделевої площі S і значення аеродинамічних коефіці-
єнтів xC  і nC  оцінюються експериментально за даними натурних 
спостережень.  

Координати вектора сумарних сил f = F + A у швидкісній систе-
мі координат обчислюються за формулами  

cos cos ,x ДУ xf P C q S        

sin cos ,y ДУ nf P C q S          

sin ,z ДУ nf P C q S         

а сумарна сила Fsum у стартовій системі координат обчислюється за 
формулами 

Fsum = 1xfx + 1yfy + 1zfz + gm 

 

sin  

sin
x

cos cos

cos f

 
 



 
   
 
 

 

 0

sin   sin

 sin  sin .

0 cos

V
y z

cos

c f f g mo M fs g

  
  



   
          
   



   

 

Із використанням матриці переходу  

0

 cos sin  sin

sin  cos sin  sin

sin c s0 o

V

cos cos

cosM

    
    

 

 
   

 



 
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прискорення ЛА обчислюється за формулою 

0 ,
V

sumF M f
V g

m m
    

а математична модель для обчислення фазової траєкторії (x(t), y(t), 
z(t), Vx(t), Vy(t), Vz(t)) визначається системою диференційних рівнянь 

x =Vx, y =Vy, z =Vz 

cos cos sin cos sin
,

x y z
x x

f f f
V g

m

     
   

sin cos cos sin sin
,

x y z
y y

f f f
V g

m

     
   

sin cos
,x z

z z
f f

V g
m

  
   

,
y

x

V
arctg

V
 

2 2

z

x y

V
arctg

V V






. 

Беручи до уваги, що вектор похідних ( , , )V     обчислюється за 

формулами  

1 2

 cos sin  cos sin

sin

cos cos

 sin sin  i c

0

s n os

x

y

z

cos

m m m
cos

c

V F

F M M F
mV mV

F

m m

os

m

 




  

 
 

    

 
 

    
          
        

 
 








 

1 2 0 1 2 0 1 2( ) .V VM M M f gm M M M f M M gm     

із матрицями  

 
 

1

1
1

1

0 0

0 cos

0

0

0

,M

m

m

mV

V









 
 
 
 
 
 

 

2

 cos sin  cos sin

sin

 sin sin  sin co

0 ,

s

cos

cos

cos

M

    
 

    

 
   
 
 


  

а також беручи до уваги, що добуток матриць 2 0
VM M  є одиничною 

матрицею, маємо 
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1 1 2

V

M f M M gm


 
 

   
 
 





 

 cos sin  cos sin

sin cos

cos cos

 sin sin  sin sin

x
x y z

y x y

x y zz

f
g cos g g

m
f g g

mV V

g cos g gf

mV V

    

 
 

    

  

 


 

 
 
 
 

  
 
 

 

 

 

і отримуємо робочу модель  
x = V cos cos, y  = V sin cos, z  = – V sin, 

cos sin  cos sin ,x
x y z

f
g cos g g

m
V         

sin cos
,

cos cos
y x yf g g

mV V


 
 


 

  

sin sin  sin sinx y zz
g cos g gf

mV V

    


 
   

підсистеми для обчислення фазової траєкторії  
(x(t), y(t), z(t), V(t), ( ), ( )t t  )  

у фазовому просторі (x, y, z, V, ,  ). 

Висновки. Отже, повна робоча модель для обчислення фазової 
траєкторії ЛА за заданими функціями керування задається системою 
диференціальних рівнянь і таблицями даних для обчислення всіх ае-
родинамічних сил і моментів.  

x = Vx, y = Vy, z = Vz, 

2 2

2 2

cos cos

sin cos

sin

ДУ x
x T

n
y ДУ

z

n
ДУ

P C q S
V

C q SM
V P g

m
V

C q S
P





 


 

 




 

 
 
       
     

      
  
  

   
     





, 

,
y

x

V
arctg

V
 

2 2

z

x y

V
arctg

V V






 , 
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Vx = x = V cos cos, 
Vx = y  = V sin cos, 

Vz = z  = – V sin. 
За допомогою методів внутрішньої точки [2] будуються приско-

рені алгоритми обчислення оптимального керування ( )optu t   

( ( ), ( ))opt optt t   та оптимізованих опорних траєкторій при наявних 
технічних обмеженнях 

max  , max  ,  

 max max ,K q        max   ,  

 max max K q      , max   , 

 max max K q      , max    

за таблично заданими допустимими граничними значеннями  
     max max, ,     .  , , K q K q K q     

У загальній постановці оптимізаційні задачі зводяться до відшу-
кання керування u U  із заданої множини U  допустимих керувань 

,U яке максимізує ймовірність переведення заданої керованої системи  

( )
( ( ), ( ))

dx t
f x t u t

dt
  

із допустимої множини початкових фазових станів 0
0( )x t X  на мно-

жину фінальних станів ( ) f
fx t X  при наявності фазових обмежень 

( ) 0x  , де множина 0X  визначається перетином термінальної мно-

жини 0( , (0))X t x  із заданою множиною 0{   ( ) 0| }x x  , а множина fX  

є множиною фазових станів ( )fx t , для яких існує допустиме керування, 

що переводить керовану систему із стану ( )fx t  у заданий стан 

( ) Tx T x  із ймовірністю ( ( ))fp x t . У випадку задачі переслідування 

керування u  обчислюється за критерієм мінімізації часу T  досягнення 

нерівності ( ) || ( )i ix T y T    для стану  ( )iy T  переслідуваної системи  

( )
( ( ), ( ))

dy t
g y t v t

dt
  

із допустимими керуваннями ( ) { | ( ) 0}Vv t V v g v   . У цьому випа-

дку обчислюється екстремальне керування u  як розв’язок оптиміза-
ційної задачі 
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( ) ( )
inf max uv

u U v V
T T

   
 , min{ | ( ) ( ), }uv i iT t x t y t i I   . 
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